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Kapitel 1

Allgemeine Grundlagen

Im ersten Kapitel befassen wir uns mit grundlegenden mathematischen Notatio-
nen und Techniken. Es geht hier zunéchst vorallem um die Frage: Wie schreiben
wir eine mathematische Aussage korrekt auf, das heif3t so, dass die Aussage auch
fiir andere Leser eindeutig klar wird? In der Mathematik benutzt man dazu die
Schreibweise mit Mengen sowie logische Symbole. Etwas philosophischer gesagt
lernen wir also im ersten Kapitel die Sprache der Mathematik kennen: Logik
und Mengenlehre.

Hinweis: In den alten Mathematik A&B Skripten finden sie den Stoff dieses
Kapitels im Skript Mathematik A, Kapitel 1.

1.1 Mengen

Oft ist es sehr niitzlich, mathematische Aussagen nicht nur fiir einzelne, kon-
krete Zahlen zu machen, sondern gleich fiir viele Zahlen zusammen; zum Bei-
spiel fiir alle Zahlen, die grofler als 2 sind, oder alle Losungen einer bestimmten
Gleichung. Man fasst die Zahlen dazu zu Mengen von Zahlen zusammen. Die
wichtigste Schreibweise bei Mengen ist die Flementbeziehung mit dem ,, Element-
zeichen* €. Die Elementbeziehung gibt an, ob eine bestimmte Zahl zur Menge
gehort oder nicht. Man schreibt:

o x € M: die Zahl x gehort zur Menge M, x ist Element von M.
e x ¢ M: x ist nicht Element von M.

Zur Unterscheidung zwischen Zahlen und Mengen benutzt man fiir Mengen
grofle Buchstaben, fiir Zahlen (meistens) kleine.

Eine spezielle Menge ist die leere Menge: Das ist die Menge, die keine Ele-
mente enthélt. Fiir sie schreibt man das Symbol

@ (oder {}).

Bemerkung: Elemente einer Menge kénnen auch Punkte, Vektoren oder an-
dere mathematische Objekte sein. Wir bleiben aber hier zuerst bei Mengen von
Zahlen.
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Angabe von Mengen

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, um festzulegen, welche Zahlen genau zu
einer Menge gehoren:

(a) Direkte Angabe der Elemente der Menge, z.B.

M ={x1,22,....,2n} (endliche Menge)
M = {x1, 22,23, ...} (unendliche Menge)

(b) Angabe einer Bedingung oder Formel, die die Elemente der Menge erfiillen
miissen:

M = {z | Bedingung an x}
M = {z € N|Bedingung an z} (betrachte nur z aus Grundmenge N)

M = {Formel fiir x| Bedingungen an Variablen der Formel}

Im Folgenden sehen wir einige Beispiele fiir diese verschiedenen Arten, eine
Menge anzugeben.

Grundlegende Mengen

Fiir jede der verschiedenen Arten von Zahlen wird eine entsprechende Menge
definiert:

N=4{0,1,2,3,...} Menge der natirlichen Zahlen (mit Null)
N*={1,2,3,...} natiirliche Zahlen ohne Null
Z={0,1,-1,2,-2,...} ganze Zahlen

@Q = Menge aller Briiche rationale Zahlen

Anstatt die Menge der rationalen Zahlen @ nur mit Worten zu beschreiben
(,alle Briiche“), geben wir jetzt eine formal exakte Definition der Menge @
an. Dabei konnen wir die schon definierten Mengen IN, IN*, Z benutzen. Eine
rationale Zahl x ist ein beliebiger Bruch, also z = “*. Dabei konnen m und n
positive oder negative ganze Zahlen sein — durch negative Zahlen fiir m oder
n erhalten wir die negativen Briiche. Damit ist erstmal m,n € Z. Allerdings
darf der Nenner n im Bruch nicht Null sein. Auflerdem langt es fiir negative
Briiche, nur an einer Stelle im Bruch eine negative Zahl zu haben. Wenn wir
die negativen Zahlen nur im Z&hler m zulassen, so bleiben im Nenner genau die
positiven ganzen Zahlen ab 1 iibrig, d.h. n € N*. Eine beliebige rationale Zahl
z € QQ kann man daher schreiben als

m .
r=— wobei meZ, nelN".
n

Das ist die Bedingung an x, um ein Element von Q zu sein. Somit kénnen wir
die Menge @ formal als

Q:{x‘xzﬂ,mez,nGN*}
n
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schreiben. Da die Elemente von @ alle durch die Formel x = = gegeben sind,
kann man in der Definition der Menge @ den Bruch auch direkt vor den senk-
rechten Strich schreiben; das x ist dann nicht mehr nétig:

Q:{ﬂ‘mez,neN*}.
n

Die Menge der rationalen Zahlen l4sst sich auch anders angeben: Jeden Bruch
kann man als endlichen oder periodischen Dezimalbruch schreiben, z.B. ist % =
1.75 oder 23 = 1.0454545 ... Daher kann man auch sagen

2 =
Q = {z | z ist endlicher oder periodischer Dezimalbruch} .

Wenn man hier die Bedingung, dass der Dezimalbruch endlich oder periodisch
sein muss, weglésst, erhélt man die reellen Zahlen:

R = {z |z ist (beliebiger) Dezimalbruch} reelle Zahlen

Die Menge R enthéilt also zusétzlich auch Zahlen, die unendliche, nicht-perio-
dische Dezimalbriiche sind. Solche Zahlen heiflen irrational. Zum Beispiel sind
V2 =1.41421356 ... und 7 = 3.14159265 . . . irrationale Zahlen.

Beachte: Nach unserer Definition gehort die Zahl 0 zur Menge der natiirlichen
Zahlen IN dazu. Diese Konvention wird aber nicht in allen Biichern verwendet.
Man findet auch Autoren, bei denen N die Menge der natiirlichen Zahlen ohne
Null bezeichnet. In dem Fall schreibt man dann INg fiir die Menge mit Null. Die
Mathematik ist hier also tatséichlich nicht eindeutig.

Sobald man sich aber fiir eine der Mo6glichkeiten entschieden hat, muss man
diese konsequent beibehalten (innerhalb eines Buches z.B.). In diesen Skripten
ist immer 0 € IN.

Teilmengen

Eine Menge M kann Teilmenge einer anderen Menge N sein: M ist Teilmenge
von N, wenn alle Elemente von M auch zu N gehoren. Man schreibt dafiir
M C N. Zum Beispiel gilt

N*CcNcZcQcCR.

Beispiel 1.1.1 Wir geben hier einige Beispiele dafiir an, wie man Mengen for-
mal richtig aufschreiben kann.

(a) Menge der ganz (d.h. ohne Rest) durch 5 teilbaren natiirlichen Zahlen:

A=1{0,5,10,15,...} = {bn|n € N}
(b) Alle reellen Zahlen grofier als m:
B={zeR|z >~}
(c) Alle reellen Losungen von x® — 222 — 1 = 0:
C={reR|z’—-22"-1=0}

Das letzte Beispiel zeigt, wie man eine Menge exakt definieren kann, auch wenn
man die Zahlen in der Menge nicht konkret kennt. Das erste Beispiel zeigt
dagegen, dass es oft mehr als nur eine Moglichkeit gibt, eine Menge korrekt

aufzuschreiben. (Tatséchlich gibt es noch mindestens eine weitere Moglichkeit,
A hinzuschreiben!)
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1.2 Logische Symbole

Um Aussagen iiber Mengen und Gleichungen miteinander zu verkniipfen, be-
nutzt man logische Symbole. Die fiir uns wichtigen stehen in der nachfolgenden
Tabelle:

Symbol ‘ Bedeutung Name
A und Konjunktion
\Y, oder Disjunktion
= wenn dann, daraus folgt | Implikation
& genau dann wenn Aquivalenz

Beispiel 1.2.1 Wenn = = 7 ist, dann ist 22 = 49. Diese Implikation kann man
als logische Aussage kurz so schreiben:

r=7 = 2°=49

Die Implikation von Rechts nach Links <= gilt hier nicht (also auch nicht die
Aquivalenz <), denn wenn z? = 49 ist, kénnte auch = —7 gelten. Wenn wir
den Fall x = —7 mit aufnehmen, kénnen wir das als Aquivalenz so schreiben:

r=TVaz=-7 & z2=49

In Worten: 22 = 49 gilt genau dann, wenn = = 7 oder x = —7.

Mengenoperationen

Mit Hilfe der logischen Symbole konnen wir einige Mengenoperationen wie
Vereinigungs- oder Schnittmenge einfach definieren:

MUN={z|zeMV zxeN} Vereinigung
MNN={xz|zeM ANzeN} Schnitt
M\N={z|lzeM ANz ¢ N} Differenz (Rest)

Beachte: Uber die Vereinigungsmenge weifi man, dass € M U N auch dann
gilt, wenn z € M und x € N. Das bedeutet, dass das mathematische Oder ,,V*
kein Entweder-Oder ist (wie oft in der Umgangssprache gebraucht), sondern ein
yinklusives* Oder. Zum Beispiel ist in der Aussage

r<0Vax>0

auch der Fall z = 0 mit enthalten, in dem x < 0 und = > 0 beides gilt.

Beispiel 1.2.2 Wir kénnen die Menge aller irrationalen Zahlen folgendermafien
als Restmenge schreiben':

I=R\Q (Menge der irrationalen Zahlen)
Mit dieser Definition gilt dann (zum Beispiel)
R=QUI und QNI=2.

IDas ist aber keine Standardnotation. Fiir die Menge der irrationalen Zahlen gibt es kein
festes Symbol wie bei N oder R.
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Abbildung 1.1: Das Paar (z,y) als Punkt im Koordinatensystem

1.3 Produkte von Mengen

Eine weitere niitzliche Mengenoperation ist die Produktmenge. Sie enthélt Paare
von Zahlen. Sind a und b zwei Zahlen, so nennt man (a, b) das Paar von a und b.
Das Paar ist nichts weiteres als beide Zahlen zusammen, als Einheit betrachtet.
Fiir zwei gegebene Mengen M und N heifit die Menge aller Paare von Zahlen
a € M,be N das Produkt von M und N (auch kartesisches Produkt):

M x N ={(a,b)|lac M,be N} Produktmenge

Beachte: Im Paar (a,b) ist die Reihenfolge wichtig. Zum Beispiel sind die Paare
(1,2) und (2, 1) verschieden. Im Gegensatz dazu ist bei Mengen die Reihenfolge
egal: {1,2} = {2,1}.

Bei der Produktmenge M x N stehen an der linken Stelle im Paar (a,b)
immer die Zahlen der linken Menge M, rechts immer die Zahlen der rechten
Menge N.

Beispiel 1.3.1 (a) Angenommen, die Mengen M = {0,1} und N = {1,2,3}
sind gegeben. Die Produktmenge M x N ist dann

M x N ={0,1),(0,2),(0,3),(1,1),(1,2),(1,3)}

(2) Fiir zwei reelle Zahlen z € R, y € R beschreibt (z,y) den Punkt im
kartesischen Koordinatensystem mit den Koordinaten x und 3, siche Ab-
bildung 1.1. Die Produktmenge IR x R ist damit die Menge aller Punkte
(z,y) der Ebene. Kurz: R x R ist die (Koordinaten-) Ebene.

1.4 Intervalle

Ein Intervall ist eine Menge, die alle reellen Zahlen zwischen zwei Zahlen a
und b enthélt (wobei a < b), und eventuell auch die Randpunkte. Intervalle
entsprechen also zusammenhéngenden Stiicken auf der Zahlengerade. Es gibt
folgende Arten von Intervallen:

la,b[={z € R|la <z <b} offenes Intervall

[a,b] ={zx € R|a <x <b} abgeschlossenes Intervall
[a,b[={x € R]a <2 <b} nach rechts halboffenes Intervall
Ja,b) = {x e R|a <2 < b} nach links halboffenes Intervall
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Die Randpunkte a, b der Intervalle gehoren also im ,,abgeschlossenen* Fall dazu,
im ,,offenen“ Fall dagegen nicht dazu. Ein abgeschlossenes Intervall zum Beispiel
hat auf dem Zahlenstrahl die Form

/ [a, b]

[
L

a
-

Lénge b — a

S

Die oben angegebenen Intervalle sind alle beschrinkt, d.h. sie haben eine
endliche Lange, ndmlich b — a. Es gibt aber auch unbeschrinkte (unendliche)
Intervalle:

Ja,o[={xr eR|la<z}, |]—oo,b={zecR|z<b}
[a,0[={z€R|a<z}, |—o0b={zecR|z<b}
Hier wurde also jeweils einer der Randpunkte durch co oder —oo ersetzt. Man

beachte aber, dass co oder —oo nie selbst zum Intervall gehoren, denn oo sind
keine reellen Zahlen!

Beispiel 1.4.1 Dieses Beispiel illustriert Intervalle und Mengenoperationen.

(a) 10,1[U[1,2] =]0,2] ] [ ]
0 1 2

Erlduterung: Die Vereinigung enthélt alle Zahlen zwischen 0 und 1 (aus
dem ersten Intervall ]0,1[) und alle Zahlen zwischen 1 und 2 (aus dem
zweiten Intervall [1,2]). Die , Kontaktzahl 1 gehort ebenfalls zur Verei-
nigung, da sie zum zweiten Intervall [1,2] gehort (denn das Intervall ist
abgeschlossen!). Somit sind alle Zahlen zwischen 0 und 2 Teil der Vereini-
gung. Die 2 selbst gehort auch dazu (denn sie liegt in [1,2]), 0 aber nicht.
(0 gehort nicht zu 0, 1] weil das Intervall offen ist.) Das Ergebnis ist daher
das halboffene Intervall ]0, 2].

(b) 10,1[N] = 3, 5[=10, 5 % 3 i

|
I

0 1 1
2

[N

Aus der Grafik ist klar, dass der Schnitt den Bereich zwischen 0 und %
enthélt. Die Zahlen 0 und 1 gehdren aber nicht zum Schnitt, denn 0 ¢ ]0, 1]
und 1 ¢ ] — 1 1 da beide Intervalle offen sind. Also ist der Schnitt das
offene Intervall |0, 3|.

(¢) [=1,31\]0,1[= [-1,0] U [1,3]

Hier wird das ,,Mittelstiick“ von 0 bis 1 entfernt, so dass Intervalle von
—1 bis 0 und von 1 bis 3 iibrig bleiben. Da das entfernte Intervall ]0, 1]
offen ist, bleiben 0 und 1 in der Mengendifferenz enthalten, und somit
ergibt sich die Vereinigung der beiden abgeschlossenen Intervalle [—1, 0]
und [1, 3].
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(d) ] =1,0[u]o,1[=] - 1,1[\ {0}

Hier werden die zwei offenen Intervalle | — 1,0[ und ]0, 1] vereinigt, die
sich am Punkt 0 beriihren. Da 0 aber nicht zu den Intervallen gehort (da
sie offen sind), liegt 0 nicht in der Vereinigung. Bis auf den Punkt 0 ist
das Ergebnis also das Intervall von —1 bis 1 (offen, weil —1 und 1 nicht
zu den Ausgangsintervallen gehéren). Das kann man als Mengendifferenz
schreiben, bei der aus | — 1, 1[ nur der Punkt 0, also die Menge {0} entfernt
wurde.

(e) [0,1] < [0,1]
Das Produkt enthélt alle Paare (z,y), fiir die sowohl z als auch y aus
dem Intervall [0,1] kommen. Das sind genau die Punkte des Quadrats
zwischen den Punkten (0,0) und (1,1). Das Produkt [0, 1] x [0, 1] ist also
dieses Quadrat.

1 [0,1] x [0,1]

T

1.5 Rechnen mit Ungleichungen

In diesem Abschnitt iiben wir zum einen das Rechnen mit Ungleichungen, bei
dem besondere Regeln beachtet werden miissen. Zum anderen werden wir die
Losungsmengen dieser Ungleichungen mit Hilfe von Intervallen darstellen, und
damit weitere Beispiele fiir die Intervallschreibweise bekommen.

Beim Rechnen mit Ungleichungen gelten folgende Regeln:

Satz 1.5.1 (Rechenregeln fiir Ungleichungen)

r<y <& xz+a<y+a firjedesacR (1.1)

Fira>0: r<y < ar<ay (1.2)

Fira<0: r<y <& axr>ay (1.3)
1 1

Firz,y>0: z<y & -—<-— (1.4)
y x

Entsprechende Regeln gelten bei ,<“:

r<y < zx+a<y-+a firjedesaecR (1.5)

Fira>0: r<y <& ar<ay (1.6)

Fira<0: r<y & axr>ay (1.7)
1 1

Firz,y>0: z2<y & —<-— (1.8)
y -z

Die Aquivalenzen (1.1) und (1.5) gelten auch mit —a statt 4-a, denn liest
man sie von rechts nach links, so wird die Zahl a subtrahiert. Entsprechend
gelten (1.2), (1.3), (1.6), (1.7) auch fiir das Teilen durch a.
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Achtung!
Die Aquivalenzen (1.3) und (1.7) bedeuten, dass sich bei Multiplikation einer
Ungleichung mit einer negativen Zahl das Ungleichungszeichen dreht.

Beispiel 1.5.2 Wir berechnen Losungsmengen von Ungleichungen.
(a) Finde alle Zahlen x € R fur die =7z — 1 < 13 gilt.
Formulierung als Menge: Bestimme die Menge

A={zeR|-Tz—1<13}.

Wir 16sen die Ungleichung nach z auf und benutzen dazu die Rechenregeln
von Satz 1.5.1:

—Tr—1<13 & —7x<14<:>$>1—i:—2

Im letzten Schritt dreht sich das Ungleichungszeichen, da durch die nega-
tive Zahl —7 geteilt wurde. Die Ungleichung —7x — 1 < 13 gilt also genau
dann wenn x > —2, d.h. fiir alle z > —2. Somit ist

A={zeR|z>-2}=]—-2,00.

(b) Bestimme B = {z € R|—6 <3z < 2z — 1}.

Die doppelte Ungleichung in B bedeutet, dass gleichzeitig zwei Unglei-
chungen gelten miissen:

—-6<3r<2r—-1 & —6<3zr AN 3x<22x-1
€] (I1)

Wir 16sen beide Ungleichungen fiir sich:

O —6<3z& -2<zx
(I1) : Jr<2x—-1leor<—1

Da beide Ungleichung zugleich erfiillt sein miissen, erhalten wir
HAId) & —2<zAz<-1 & -2<z<-1

Also ist
B={rzeR|-2<z<-1}=[-2,-1].

(¢) Bestimme die Menge
c=loemr|®2ls 0 p2
=<z P , X .

Beachte, dass ;;J& fiir = —1 nicht definiert ist (Null im Nenner!); daher
ist dieser Wert in C' durch x # —1 ausgeschlossen.

Unser Ziel ist wieder, die Ungleichung nach = aufzulésen. Dafiir muss

r—1
r+1

> -2 (1.9)
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mit z+1 multipliziert werden. Hier ist dann die Frage, ob x+1 positiv oder
negativ ist, denn bei Multiplikation mit einer negativen Zahl dreht sich
ja das Ungleichungszeichen. Da wir aber noch nicht wissen, welche Werte
x hat (das wollen wir ja gerade berechnen!), miissen wir beide mdogliche
Fille untersuchen, £ +1 > 0 und £+ 1 < 0. Fiir den Wert von x bedeuten
diese Fille

1.Fal: z4+1>0 & x>-1
2.Fall: z+1<0 & x<-1

Wir 16sen nun die Ungleichung (1.9) fiir beide Félle nacheinander, machen
also eine Fallunterscheidung:

1. Fall z > —1.

1
TS 9 tERY o 1> 9@+
z+1

— z-1>-2z-2 <+ 3zr-1>-2
1
= dr>-1 = x> —3
Im ersten Schritt haben wir benutzt, dass  + 1 > 0 (denn wir sind im 1.

Fall). Somit dreht sich bei der Multiplikation mit = + 1 das Ungleichungs-
zeichen nicht.

Damit die Ungleichung (1.9) gilt, miissen hier also zwei Bedingungen an
x erfiillt sein: © > —1 (damit wir im Fall 1 sind), und = > —3 (fiir die
Ungleichung). Wir miissen also die Bedingung aus der Fallunterscheidung
(x > —1) mit unserem Ergebnis fiir diesen Fall (z > —3) mit ,und*
verkniipfen; das ergibt

1 1
>—1ANx>——- & > ——.
x x 3 x 3

Diese letzte Umformung entspricht dem Schnitt (wegen ,A“) von Interval-
len: | — 1,00[N] — %, 00[=] — %,oo[.

3
2. Fall z < —1.

1 .
o5 9 S 4 1< 2z+41)=-20-2
r+1

1
— dr<-1 <= x<—§

Im ersten Schritt ist hier jetzt z +1 < 0 (wegen Fall 2), so dass wir mit
dem negativen Term z + 1 multiplizieren; deswegen dreht sich hier das
Ungleichungszeichen!

Zusammen mit der Bedingung der Fallunterscheidung bekommen wir dann
1
r<—1A x<—§ & < -1

Fiir die Gesamtlésung miissen wir nun die Ergebnisse der beiden Fille
mit ,oder” verkniipfen (denn jeder z-Wert der Fallunterscheidung erfiillt
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die Bedingung « > —1 oder x < —1. In der Sprechweise mit Mengen
wollen die Losungsmenge fiir den 1. Fall mit der fiir den 2. Fall vereinigen
um alle Losungen zu erhalten. Wir erhalten somit

1
<-1 Vv > —=
x x 3

= C:{xelR|x<—1\/z>—%}
={zeR|lz<-1}U{zeR|z>-1}

:]_007_1[U]_%7OQ[

(d) D:{xemlxmzz?,,m;éz}

Hier wollen wir mit x — 2 multiplizieren und miissen deshalb die Félle
x —2>0und z — 2 < 0 unterscheiden.

1.Fallz —2>0 & z > 2.

x
33—2

Also

>3 —-2)=3z-6 & 6>2x & 3>z

r>2 ANx<3 & 2<zx<d.

2. Fallz —2<0 & z<2.

X r—2<0
>3 @<
1'72

r<3x—-2)=32z-6 & 6<2r & 3<«x

Also zusammen mit der Bedingung der Fallunterscheidung
r<2 AN x>3.

Das ist ein Widerspruch: Keine Zahl erfiillt zugleich z < 2 und = > 3. Das
bedeutet, dass fiir die Lésung nur der 1. Fall in Frage kommt. (Anders
gesagt ist Losungsmenge im zweiten Fall leer.) Damit ist also

D={zeR|2<2<3}=]23].

1.6 Der Betrag

Der Betrag ist eine sehr niitzliche Operation, die an vielen Stellen in der Ma-
thematik verwendet wird.
Fiir a € R ist der Betrag |a| definiert durch

>
la = {a, falls ¢ > 0, (1.10)

—a, fallsa <0.

Der Betrag ist also iiber eine Fallunterscheidung definiert. Fiir positive Zahlen
(oder 0) ist |a| = a, der Betrag #ndert also die Zahl nicht. Fiir negative Zahlen
ist |a| = —a. Der Betrag fiigt hier also ein zusitzliches Minuszeichen zur Zahl
hinzu, so dass die entsprechende positive Zahl entsteht. Zum Beispiel ist

6 =6, | —17]=—(-17) =17.
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Anders gesagt entfernt der Betrag also ein eventuelles Minuszeichen der einge-
setzten Zahl.
Fiir den Betrag gelten folgende einfache Rechenregeln:

_ lal

a
—| = 1.11

| —al=lal, |abl = lal-[b], |

Die erste Gleichung ist klar, da sich die Zahlen @ und —a nur im Vorzeichen

unterscheiden. Die Gleichungen fiir Produkt und Quotient folgen daraus, dass

die Vorzeichen von a und b nur Einfluss auf das Vorzeichen von ab und ¢ haben.
Fiir Summen gilt die sogenannte Dreiecksungleichung:

la+b] < |a] + [b] (1.12)

Achtung!

In (1.12) gilt nur die Ungleichung ,,<“; Gleichheit ,=* ist im Allgemeinen falsch!
Das ergibt sich daraus, dass, wenn a und b verschiedene Vorzeichen haben,
a + b eigentlich eine Subtraktion ist und daher im Betrag kleiner als |a| + |b|.
(Probieren sie das mit konkreten Zahlen aus!)

Mit dem Betrag kann man eine allgemeine Formel fiir den Abstand zweier
Zahlen angeben:

|a — b] = Abstand von a und b auf der Zahlengerade (1.13)

Wir veranschaulichen diese Formel grafisch:

a<b: } f
a b
o

b—a=la—1
(denna—b<0 = la—b|=—(a—b) =b—a)

]
T

b a
.
a—b=|a—10 (a—b>0)
Beim Rechnen mit Betrigen in Gleichungen oder Ungleichung treten haufig
Fallunterscheidungen auf. Wir studieren das in den néchsten Beispielen.

b<a:

Beispiel 1.6.1 (a) Fiir welche z € R gilt |[x —2| <17
Oder dquivalent: Bestimme die Menge
A={zeR||lz-2/<1}.

Da der Betrag in (1.10) iiber eine Fallunterscheidung definiert ist, be-
nutzen wir eine entsprechende Fallunterscheidung, um den Betrag |z — 2|
aufzuldsen:

1.Fallz —2>0 & z > 2.

In diesem Fall ist |z — 2| = = — 2, also

lt—2|<1l & z-2<1 & z<3.
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Mit der Bedingung der Fallunterscheidung erhalten wir damit

r>2Nxrx<3 & 2<zr<d.

2. Fallz -2<0& <2
Jetzt ist |z — 2| = —(x — 2) = —x + 2, also
lr—2|<1 & —z+2<1 & 1<

Das ergibt
r<2ANl<ze & 1<zx<2.

Insgesamt (1. Fall oder 2. Fall) ergibt sich also

2<z<3dViKzr<2 & 1<zx<3
= A={reR|l<z<3}=]13]

Anschaulich kann man das Ergebnis auch so erhalten:

1 1
1z 2 3
|z =2

Da |z — 2| der Abstand von x zu 2 ist, bedeutet |z — 2| < 1, dass der
Abstand von z zu 2 echt kleiner als 1 sein muss. Man kann also von
2 ausgehend nach links und rechts jeweils den Abstand 1 abtragen. Das
ergibt das Intervall von 1 bis 3, wobei die Randpunkte nicht dazu gehoren,
weil der Abstand ja echt kleiner als 1 sein soll. Somit ergibt sich wieder
11, 3.

Bemerkung: Kann man den Ausdruck |z + 3| auch als Abstand von z
zu einer bestimmten Zahl verstehen? Es gilt

|z 43 = [z — (=3)],

also ist es der Abstand von x zu —3.

Was sind die Losungen der Gleichung |z + 1| = 3|z| ?

Da hier zwei (verschiedene) Betrége vorkommen, ergeben sich auch zu-
néchst zwei verschiedene Fallunterscheidungen:

o+ 1| r+1 wennr+1>0 < > -1 (1.14)
x = .
—(z+1) wemnz+1<0 & xz< -1
>0
|x|{x’ = (1.15)
-z, <0

Das ergibt 4 Kombinationsmoglichkeiten:
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l.z>-1ANz>20< 2>0
2.z>2-1ANx<0 —-1<z<0
3. < -1 A z>0 = Widerspruch, Fall kommt nicht vor
drz<-1Nz<0 & x<-1
Die verbliebenen drei Fille entsprechen den drei Bereichen auf dem Zah-

lenstrahl, die sich aus den ,,Grenzzahlen“ —1 und 0 in den Fallunterschei-
dungen der Betréige (1.14) und (1.15) ergeben:

] ]
T T

-1 0
r<—1 -1<z<0 x>0

Wir kénnen jetzt die Gleichung |z +1| = 3|z| fiir jeden der drei Félle 16sen:

1. Fall z < —1:

In diesem Fall ist |z + 1| = —(x + 1) und |z| = —z (denn z < 0). Also
le+1]=3lz] & —(z+1)=3-(—2) & —z—1=-3z

S 2r=1 =

N | =

Das ergibt z < —1 A 2z = %7 ein Widerspruch. Also keine Losung in
diesem Fall.

2. Fall -1 <z <0:
= |lz+1l=2+1, |z|=—-x
Damit

1
lt+1=3lz| & 24+1=3-(—2) © da=-1 & z=-7

=

T = *i erfiillt die Bedinung dieses Falls —1 < z < 0. Damit ist z = —
eine Losung.
3. Fall x > O:

= |Jz+1ll=2+1 |z|==

also

1
lz+1=3|z] & z4+1=3z & 1=2z & z=3

T = % erffillt x >0 = = = % Losung

Insgesamt: |z + 1| = 3|z| hat die Lésungen z = —1 und =z = 1.
Anders gesagt:

1 1
1 = _ - - -
e +1]=3lz] & = 4\/av 5
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1.7 Fakultidt und Binomialkoeffizient

Zum Abschluss dieses Kapitels behandeln wir noch den allgemeinen binomischen
Satz. Dazu schauen wir uns zuerst Fakultéiten und Binomialkoeffizienten an.

Sei n eine natiirliche Zahl grofier oder gleich 1 (n > 1). Also n € N*. Die
Fakultit von n, geschrieben als n! (sprich ,n Fakultdt“), ist das Produkt der
ersten natiirlichen Zahlen von 1 bis n:

n=1-2-3-...-n (1.16)
Die ersten Fakultiten sind also

=1
20=1.2=2
31=1.2-3=6
41=1.2.3.4=31-4=6-4=24

3!
51=1-2.....5=41.5=24-5=120

und so weiter. AuBerdem definiert man noch die Fakultéit von Null?:

=1 (1.17)

Mit den Fakultdten kann man jetzt die sogenannten Binomialkoeffizienten
definieren: Fiir zwei natiirliche Zahlen n, k € N mit k < n ist der Binomialkoef-
fizient (}) (sprich ,n iiber k*) gegeben durch

(Z) - k'(nnlk)' (1.18)

Als Beispiel berechnen wir zwei Binomialkoeflizienten:

>

—_

5 5! 51 5-4-3-2-1 5.
S e A R )
3) 31(5-3) 3121 3.2.1.2-1

2 2! 2l g 2!
= — = = — = 1
0/ —o(2—0) o2 2

In beiden Fillen kann man den Nenner komplett wegkiirzen. Das ist tatséchlich
immer so: Obwohl der Binomialkoeffizient als Bruch definiert ist, ist sein Wert
immer eine natiirliche Zahl.

Die Binomialkoeffizienten lassen sich sehr schon grafisch im Pascalschen
Dreieck darstellen:

?Diese Formel kann man nicht aus (1.16) folgern, es ist eine unabhingige Definition. (1.16)
gilt nur fir Zahlen n > 1.
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n=20: 1
n=1: 1 1
SP)
n=2 1 2 1
@ ®
n=3 1 3 3 1
® @ )
n=4 1 4 6 4 1
U.S.W.

Man erkennt leicht das Bildungsgesetz des Pascalschen Dreiecks: Jede neue Zeile
hat eine Zahl mehr als die vorangehende Zeile. Links und rechts am Rand steht
immer eine 1, und jede Zahl im Inneren erhilt man als Summe der beiden
dariiberstehenden Zahlen.

Der Zusammenhang zwischen Pascalschem Dreieck und Binomialkoeffizien-
ten ist nun so: Jede Zeile im Dreieck enthélt genau die Koeffizienten (}) fiir ein
festes n, wobei die oberste Zeile (die Spitze des Dreiecks) zu n = 0 gehort. Zum
Beispiel enthilt die Zeile fiir n = 2 genau die Werte der Binomialkoeffizienten
(g), @), (3) in dieser Reihenfolge, also

B (s ()

Entsprechend ist fiir n =4
4 4 4 4 4
)= ()= G- )= ()

Ubung: Uberzeugen sie sich durch Nachrechnen, dass die Definitionsformel

(1.18) und das Pascalsche Dreieck dieselben Werte fiir den Binomialkoeffizient

liefern. Berechnen sie z.B. (3), e (3) mittels (1.18) und vergleichen sie mit dem

Pascalschen Dreieck!
1.8 Allgemeiner binomischer Satz
Die erste binomische Formel ist

(a+b)? = a® + 2ab + b°.

Der allgemeine binomische Satz ist eine Verallgemeinerung dieser Formel auf
héhere Potenzen, also (a + b)3, (a +b)%,...

Satz 1.8.1 (allgemeiner binomischer Satz) Fir jedes n € N und a,b € R
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gilt

n __ n n n n—1 n n—212 n n—1 n n
(a+b)" = O)a +(1>a b+<2>a b +...+(n_1)ab +(n>b

SO

k=0

Rechnen wir nach, was der Satz fiir die ersten Werte von n ergibt. Die
Binomialkoeffizienten lesen wir dabei aus dem Pascalschen Dreieck ab. Fiirn = 2
erhalten wir

2 2 2
(a+b)?= (0) a® + (1) ab + <2) b? = 1a® 4 2ab + 1b* = a® + 2ab + b,
1 2 1

Das ist genau die erste binomische Formel. Fiir n = 3 und n = 4 erhalten wir
entsprechend

(a+b)’= <3> a® + (i’) a’b+ (g) ab® + (g) b

= 1a® + 3a%b + 3ab® + 1% = a® + 3a%b + 3ab®> + b3
und
(a4 b)* = a* + 4a®b + 6a%b% + 4ab® + b*

Den allgemeinen binomischen Satz kann man auch auf (a—b)™ anwenden (als
Verallgemeinerung der zweiten binomischen Formel). Dazu ersetzt man in der
Formel fiir (a +b)™ einfach b durch —b. (Aber aufpassen mit dem Minuszeichen
bei den Potenzen: —b muss zunéchst in Klammern gesetzt werden!) Zum Beispiel
ist

(a—0b)® = (a+ (=b))* = 1a® + 3a®(=b) + 3a(—b)* + 1(-b)?
=a® — 3a%b + 3ab®> — b3

Beachte: Mit dem allgemeinen binomischen Satz kann man (a+b)" sehr schnell
und einfach berechnen.

Dagegen ist die Berechnung z.B. von (a + b)*, indem man es zuniichst als
(a + b)%(a + b)? schreibt und dann die erste binomische Formel anwendet und
ausmultipliziert, viel aufwéndiger und ldnger — und man kann mehr Rechenfehler
machen!

Bemerkung: Im Kurs Mathematik B werden wir beweisen, dass der allgemeine
binomische Satz richtig ist. Wir werden dort auch sehen, warum das Pascalsche
Dreieck genau die Werte der Binomialkoeffizienten aus (1.18) liefert.



Kapitel 2

Reelle Funktionen

In diesem Kapitel studieren wir allgemeine Eigenschaften von reellen Funktio-
nen. Das sind Funktionen y = f(z) die von einer reellen Zahl z € R abhéingen
und eine reelle Zahl y € R als Funktionswert liefern.

Hinweis: In den alten Mathematik A&B Skripten finden sie den Stoff dieses
Kapitels im Skript Mathematik A, Kapitel 2.

2.1 Die Funktionsdefinition

Die vollsténdige Definition einer reellen Funktion f besteht aus zwei Dingen:
(a) ihrem Definitionsbereich D C R;

(b) einer Zuordnungsvorschrift, die jeder Zahl im Definitionsbereich x € D
genau einen Funktionswert y = f(z) € R zuordnet.

Die Zuordnungsvorschrift ist in der Regel durch einen Funktionsterm f(x) ge-
geben.
Die Definition einer Funktion mit Definitionsbereich und Zuordnungsvor-
schrift schreibt man als
f:D—=R,y=f(x)
oder

f:D—=NR, 2~ f(x)

Die Menge aller Funktionswerte
f(D) ={f(x)|z € D}

einer Funktion heit Wertebereich (oder Bildmenge) von f. Die Schreibweise
f(D) deutet an, dass man bei der Berechnung der Funktionswerte den gesamten
Definitionsbereich, also alle x € D, in die Funktion einsetzt.
Der Graph einer Funktion f ist die Menge aller Punkte (z,y) mit z € D und
y = f(x):
Gy = {(@, f(x)) |z € D}

Beispiel 2.1.1 Fiir einige einfache Funktionen geben wir die Funktionsdefini-
tion an, Definitions- und Wertebereich sowie den Graphen.

23
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Parabel f(z) = 22

Funktionsdefinition:
R =R, fx) =2?

Definitionsbereich: D = R
Wertebereich: f(D) = f(IR) = [0, 0]

Erlduterung: Da f(z) = 22 fiir alle reellen Zahlen x definiert ist, kénnen
wir als Definitionsbereich von f D = R wéhlen. Man beachte, dass der
Definitionsbereich schon in der Funktionsdefinition f : R — R steht (die
Menge vor dem Funktionspfeil ,—“ ist immer der Definitionsbereich).

Den Wertebereich kann man direkt aus dem Graphen ablesen: die Funkti-
onswerte von f sind ja genau die y-Koordinaten aller Punkte des Graphs.
Fahrt man die Parabel ab, erhélt man so alle y > 0 als Funktionswerte,
also das Intervall [0, co].

Hyperbel f(z) =

1
x

FiRA{0} 5 R, f@) = -
D=R\ {0} z
f(D) =R\ {0}

Da man nicht durch Null teilen kann, schliefen wir 0 aus dem Definiti-
onsbereich aus und wéhlen D = R\ {0}. Der Wertebereich ist ebenfalls
R \ {0}. Denn lduft man den rechten (oberen) Zweig der Hyperbel ab,
bekommt man alle Funktionswert y > 0, der linke Zweig liefert alle y < 0.
y = 0 kommt nicht vor, denn 1/x kann nie Null werden. Im Graphen sieht
man aber, wie die y-Werte beliebig nah an Null heran kommen: Wenn z.B.
x immer grofler wird und in Richtung oo lauft, wird y = % immer kleiner
(bleibt aber > 0). Die Funktionswerte sind also alle y # 0, d.h. R\ {0}.

Wurzelfunktion f(z) = v/

fi10,00[ =R, f(z) =z
D =[0,00]
f(D) = [0, 00 x
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Die Quadratwurzel /z ist nur fiir Zahlen x > 0 definiert, somit ist D =
[0,00[. Am Graphen sieht man, dass alle y > 0 als Funktionswerte vor-
kommen. Daher f(D) = [0, 00].

(d) Gerade y = = + 3 mit eingeschrénktem Definitionsbereich z > —1

Yy
fi]-100[ =R, f(x):er% f(D) yzm—&-%,xZ—l
D =[-1,00] .
f(D) =[5, 00]
1 D
Sl v
2

Hier wurde der Definitionsbereich kiinstlich kleiner gewihlt als eigentlich
notig. (Der Funktionsterm x + % ist natiirlich fiir alle = definiert.) Der
eingeschriinkte Definitionsbereich D = [—1, o[ bewirkt, dass die Funktion
nur in « > —1 ausgewertet werden darf, f ist fiir x < —1 also durch
unsere Wahl von D nicht definiert. Entsprechend beginnt der Graph erst

bei x = —1. Dort ist y = f(—1) = f%, und somit kommen alle y > f%
als Funktionswerte vor, d.h. f(D) = [—3, 00][.
Bemerkung: Die Wahl von D = [—1,00[ im letzten Beispiel war beliebig.

Prinzipiell kann man als Definitionsbereich einer Funktion jede Teilmenge von
R wihlen, solange fiir alle z € D der Funktionswert f(z) berechnet werden
kann. In der Regel betrachtet man den grofitmoglichen, mazimalen Definiti-
onsbereich (also alle z, fiir die der Funktionsterm berechnet werden kann). Es
gibt aber Situationen, in denen man nur an einem Teil der Funktion auf einem
kleineren Definitionsbereich interessiert ist. Dann kann man D entsprechend
einschrianken. Ein Beispiel fiir so eine Situation sehen wir im Abschnitt iiber
Umkehrfunktionen.

2.2 Verkettung von Funktionen
Bei der Verkettung wird eine Funktion in eine andere Funktion eingesetzt. Seien
f:Df =R und g:D,—R

zwei gegebene Funktionen. Der Definitionsbereich von f ist Dy, der von g ist
D,. Setzen wir f(x) in g(x) ein, so erhalten wird die Verkettung go f (sprich ,g
verkettet mit f*, oder , g Kringel f“). Die Verkettung ist eine neue Funktion,
die formal so definiert ist:

gof: Doy =R, y= (g0 f)(x)=9g(f(z))
Dyoy ={z € Dy | f(z) € Dy}

Ausfiihrlicher kann man die Verkettung so beschreiben: Man setzt u = f(x)
in y = g(u) ein und erhilt damit y = g(f(x)). Die unabhéngige Variable von g
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ist also jetzt u (statt z). Und fiir die Variable v wird nun in g(u) der Funktions-
wert von f eingesetzt, also u = f(z). Damit ergibt sich auch automatisch der
Definitionsbereich Doy der Verkettung: Zuerst muss « € Dy gelten, damit f(x)
erklart ist. Und dann muss u = f(z) € D, sein, damit das in g(u) eingesetzt
werden kann. Das ergibt

Dgof = {l‘ € Df|f(1‘) € Dg}

Beispiel 2.2.1 Wir betrachten die beiden Funktionen

(a)

FRVO} SR, (@)=
g:R—R, g(z) = 2%+ 3z

Wir berechnen die Verkettung g o f. Der Funktionsterm ist

2
1 1 1 3
= = —_ 3 - —_ = — —
so @) =olfa) = (3) +3 2= +2
Dieselbe Rechnung hier noch einmal ausfiihrlicher mit der Hilfsvariablen
u:

y=glw = +3u,  uw=f@) =1

2
1 1 1 3
2
s =g =a+3u= (1) 431 = 42
Und jetzt der Definitionsbereich der Verkettung. Zundchst muss x € Dy
gelten, d.h.
reDy=R\{0} & x#0.
Die weitere Bedingung wére f(x) € D,. Hier ist aber D, = R, und damit

ist f(z) € Dy, = R immer erfiillt. Das gibt also keine weitere Bedingung
an z, und damit ist

Dy ={zeR|z#0} =R\ {0}

Den Definitionsbereich kann man auch direkt vom Funktionsterm der Ver-
kettung ablesen: Damit

go fla)= 4+

2z

definiert ist, muss  # 0 sein. (Nicht durch O teilen!) Also Dyor = R\ {0}.

Bemerkung: Der Definitionsbereich D¢ ist hier also der maximale De-
finitionsbereich fiir den Funktionsterm der Verkettung g(f(x)). Das liegt
daran, dass auch die Ausgangsfunktionen f und g jeweils den maximalen
Definitionsbereich haben.

Man kann die beiden Funktione f und g auch in der anderen Reihenfolge
verketten, f o g. Der Funktionsterm ist dann
1

fog(x)=flg(x)) = ==
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Fiir den Definitionsbereich muss hier
ze€Dy=R und g(z)€ Dy =R\ {0}
gelten. Also folgt (xz € Dy = R gilt immer)
gx) =2 +3z e R\ {0} < 22+3z#0.

Das ist wieder genau die Bedingung, damit der Funktionsterm
1
foole) = i
definiert ist. Wir rechnen aus, wann x? + 3z = 0 gilt:

?+32=0 & 2(z+3)=0 = 2=0V 2r=-3

Also miissen wir £ = 0 und £ = —3 aus dem Definitionsbereich ausschlie-
Ben, d.h.
Do =R\ {0, -3}

Anders gesagt ist
Dyog = {z € R|2* + 3z # 0}
={zeR|z#0 A xz# -3} =R\ {0,-3}.

2.3 Die Umkehrfunktion

Bei der Berechnung des Funktionswerts ermittelt man zu einem z das zugehorige
y = f(z). Die Umkehrfunktion kehrt diese Rechnung um, d.h. zu einem gegebe-
nen Funktionswert y wird das zugehérige = ermittelt, so dass wieder y = f(x)
gilt. Das ist aber nur in bestimmten F#llen moglich. Anders gesagt: nicht jede
Funktion hat auch eine Umkehrfunktion.

Definition 2.3.1 Die Funktion f : D — R heifit umkehrbar (oder invertier-
bar), wenn es zu jedem y € f(D) genau ein x € D mit y = f(x) gibt. Die
Umkehrfunktion f~! ordnet dann y € f(D) dieses x € D zu, d.h.

L f(D) =R, y= f(z) — 2.

Da die Umkehrfunktion f~! jedem y = f(z) wieder das entsprechende z
zuordnet, gilt

y=f(z) <= [fly== (2.1)
AuBlerdem gilt
@) =, (W) =y (2.2)
denn
A @) =y == (W) =fl=) =y

Der Definitionsbereich von f~1 ist

Df—lzf(D)a (23)

also gleich dem Wertebereich von f.

Gleichung (2.1) sagt aus, dass man mit der Umkehrfunktion die Gleichung
y = f(x) nach z auflésen. Aus (2.2) folgt, dass sich Funktion und Umkehrfunkti-
on gegenseitig aufheben. Der Zusammenhang zwischen einer Funktion und ihrer
Umkehrfunktion ist in Abbildung 2.1 veranschaulicht.
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f—l

Abbildung 2.1: Die Beziehung zwischen Funktion und Umkehrfunktion

Die Berechnung der Umkehrfunktion

Die Berechnung von f~! erfolgt in zwei Schritten:

1. Gleichung y = f(x) nach z auflésen.
Wenn es eine eindeutige Losung = gibt, dann ist f invertierbar und es gilt
Ty =2

2. Vertauschen von z und y.

Damit erhiilt man die Umkehrfunktion in der Form f~!(z) = y, so dass x
wieder die unabhéngige Variable ist.

Bemerkung:

(a) Ist die Lésung « in Schritt 1 nicht eindeutig, d.h. gibt es mehr als nur ein x
zum gegebenen y, so ist f nach der Definition 2.3.1 nicht umkehrbar. Die
Umkehrfunktion kann dann nicht eindeutig definiert werden, da nicht klar
ist, welches der verschiedenen x einem gegebenen y zugeordnet werden
soll. In solch einem Fall hat f keine Umkehrfunktion.

(b) Der Graph der Umkehrfunktion entsteht aus dem Graphen von f durch
Spiegeln an der Geraden y = z (das ist die Winkelhalbierende durch den
1. und 3. Quadranten). Die Spiegelung entspricht genau dem Tausch von
2z und y in Schritt 2.

Beispiel 2.3.2 Wir berechnen die Umkehrfunktion von
fR-R, f(z)= }erl
2 2
Als ersten Schritt 16sen wir y = f(z) nach x auf:

1 1
y:f(x):§x+§ S y=z+1 & z=2y—-1

Wir erhalten eine eindeutige Losung fiir x. Somit ist f invertierbar und es gilt
iy =e=2y—1

Im zweiten Schritt tauschen wir jetzt x und y, um wieder eine Funktion zu
erhalten, die von x abhéngt:

i) =22 —1.

Damit haben wir die Umkehrfunktion f~! von f berechnet.
Zur Illustration skizzieren wir die Graphen von f und f~!:
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Man sieht sehr schon, wie der Graph von f~! zum Graphen von f gespiegelt
ist.

Zum Schluss bestimmen wir noch den Definitionsbereich von f~1: Aus der
Skizze erkennt man, dass der Wertebereich von f ganz R ist, dass also f(D) = R
gilt. Aus (2.3) folgt dann

D1 = f(D) =R.

2.4 Injektiv, surjektiv und bijektiv

Wir lernen hier die drei Eigenschaften injektiv, surjektiv und bijektiv von Funk-
tionen kennen. Sie treten im Zusammenhang mit Umkehrfunktionen auf. Aufler-
dem sehen wir ein Beispiel fiir eine Funktion, die nicht umkehrbar ist. Durch ver-
schiedene Einschriankungen des Definitionsbereiches machen wir sie dann aber
umkehrbar.

Als erstes verallgemeinern wir die Funktionsschreibweise ein klein wenig:
Eine Funktion

f:D—=>Y

mit D C R und Y C R bedeutet, dass die Funktionswerte f(z) in der Menge Y
liegen miissen, d.h. es gilt immer f(z) € Y. Der Unterschied zur Definition in
Abschnitt 2.1 ist lediglich, dass die Menge, aus der die Funktionswerte kommen,
nun Y statt R ist.

Definition 2.4.1 Eine Funktion f : D — Y heifit
(a) injektiv, wenn fiir alle x1, 29 € D die Implikation
r1#F a2 = fla) # fla2)
gilt;
(b) surjektiv, wenn f(D) =Y,

(c) bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

Bemerkung;:
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Die Injektivitdt von f bedeutet, dass verschiedene z-Werte immer ver-
schiedene Funktionswerte f(x) haben; dass also nicht zwei verschiedene
x-Werte denselben Funktionswert haben kénnen. Anders gesagt muss es
also zu jedem Funktionswert einen eindeutigen x-Wert geben. Das heifit
genau, dass f nach Definition 2.3.1 umkehrbar ist. Es gilt also

f injektiv <= f umkehrbar.

Da fiir die Funktion f : D — Y immer f(z) € Y gilt, ist der Wertebe-
reich f(D) automatisch eine Teilmenge von Y, d.h. f(D) C Y gilt immer.
Surjektivitdt bedeutet, dass die komplette Menge Y der Wertebereich ist;
dass also jedes y € Y auch als Funktionswert y = f(z) vorkommt.

Es gilt
f umkehrbar = f:D — f(D) bijektiv.

Denn umkehrbar ist dasselbe wie injektiv. Und durch die Schreibweise
f: D — f(D) haben wir ja schon Y = f(D) gesetzt, d.h. f: D — f(D)
ist auch automatisch surjektiv und somit bijektiv.

Ist f: D — f(D) bijektiv, so gilt fiir die Umkehrfunktion
f~t:f(D)— D.

Denn der Definitionsbereich von f~! ist ja nach (2.3) Dy = f(D). Und
der Wertebereich von f~! sind alle # = f~!(y) mit y € f(D), das sind
genau alle x € D, d.h. D ist der Wertebereich von f~!. Wir haben damit
letztlich

[iD=f(D) & f7Uif(D)—D,

was genau der Darstellung in Abbildung 2.1 entspricht: f bildet D auf
f(D) ab, und £~ bildet umgekehrt f(D) wieder zuriick auf D ab.

Beispiel 2.4.2 Wir untersuchen die Funktion

fR—=R, fz)=(z—1)2

auf Umkehrbarkeit. f ist eine verschobene Parabel, also offensichtlich nicht in-
jektiv, denn es werden immer zwei z-Werte auf denselben y-Wert abgebildet,
z.B. ist

f0)=1=f(2).

(Ausnahme: nur z = 1 wird auf
y = 0 abgebildet.)

1
|
|
|
]
T

T

1 2

x

Es folgt, dass f nicht umkehrbar ist.
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Abbildung 2.2: Umkehrfunktion von f : [1,00[ = R, f(z) = (z — 1)?

Diese Ergebnis kénnen wir auch folgendermafien durch Rechnung erhalten:
Wir folgen dem Schema zur Berechnung der Umkehrfunktion und versuchen,
die Gleichung f(z) = y nach z aufzulésen.

(Ifl)zzy & -1=y V z-1=—/y
& rz=1+y V z=1-/y

Durch das Auflsen des Quadrats erhalten wir die zwei Fille +,/y und —./y.
Fiir y > 0 ergibt das also zwei verschiedene Losungen fiir z. Also hat y = (x—1)?
keine eindeutige Losung = und das heifit, f ist nicht umkehrbar.

Wir kénnen nun durch Einschrinken des Definitionsbereiches die Funktion
injektiv und damit umkehrbar machen. Aus der Skizze sieht man, dass entspre-
chende z-Werte im linken und rechten Ast der Parabel die gleichen y-Werte
ergeben. Also miissen wir den Definitionsbereich so einschridnken, dass nur ein
Ast der Parabel iibrig bleibt.

Sei zum Beispiel D = [1,00[ (d.h. wir wéhlen den rechten Ast der Parabel).
Wir betrachten damit also jetzt die Funktion

(2.4)

fil,oo[ = R, flz)=(z—1)%

Ist diese (eingeschrénkte) Funktion umkehrbar? Wir 16sen dazu wieder f(z) =y
nach z auf. Der Beginn der Rechnung ist identisch mit (2.4). Aufgrund unserer
Wahl des Definitionsbereich betrachten wir aber jetzt nur € D = [1,00[,
d.h. z > 1. Aus (2.4) folgt damit als Losung # = 1+ /y, denn 1 — \/y < 1
(wenn y # 0). Wir haben damit jetzt eine eindeutige Losung x, und somit ist f
umkehrbar und f~*(y) = « = 1+ ,/y. Durch Vertauschen von z und y erhalten
wir daraus

S @) = 14 V2.

Der Definitionsbereich der Umkehrfunktion ist
Dys = £(D) = [0, 00

wobei wir den Wertebereich f(D) aus dem Graphen von f in Abbildung 2.2
abgelesen haben. Insgesamt ist die Umkehrfunktion damit schliefllich

0,00 = R, fHz)=1+Vz.
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Auflerdem ist
fi[l,00[— [0,00] Dbijektiv

Wir kénnen natiirlich auch eine andere Einschrénkung fiir den Definitions-
bereich von f betrachten. Statt dem rechten wihlen wir jetzt den linken Ast der
Parabel, d.h. wir wihlen D =] — oo, 1]. Die eingeschriinkte Funktion ist somit

f:]—00,1] =R, f(z)=(x—1)>2

Wegen z € D =] — 00,1] = x < 1 erhalten wir durch auflésen von f(z) =y
jetzt

y=@z-1)? & r-1=—\y & v=1-/y,
= [Ty =1-Vy
also
i a)=1-x
nach Vertauschen von z und y. Fiir den Definitionsbereich ergibt sich un-
verdndert Dy = f(D) = [0, ool.

2.5 Symmetrie

Zum Abschluss dieses Kapitels betrachten wir noch die Eigenschaften der Sym-
metrie und der Monotonie von Funktionen.

Definition 2.5.1 Die Funktion f: D — R heif3t
(a) gerade, wenn f(—x) = f(z) gilt fiir alle z € D;
(b) ungerade, wenn f(—z) = —f(x) fiir alle x € D.

Die beiden Begriffe ,,gerade” und ,,ungerade® entsprechen tatséchlich einer
Symmetrie des Graphen der Funktion f. Es gilt:

f gerade <= Graph G symmetrisch zur y-Achse
f ungerade <= Graph G punktsymmetrisch zum Ursprung

Wir verdeutlichen mit den néchsten Beispielen.

Beispiel 2.5.2 (a) Die Funktion f(z) = x* ist gerade, denn es gilt

f(=2) = (—2)* = 2" = f(x).

Im Graphen von f (Abbildung 2.3 links) ist dargestellt, wie 2 und —z den
gleichen Funktionswert f(x) = f(—z) haben. Die entsprechende Punkte
im Graphen sind (z, f(x)) und (—=z, f(z)) (beachte hier f(—z) = f(x)!);
sie gehen durch Spiegelung an der y-Achse in einander iiber.

(b) Die Funktion f(r) = 2 ist ungerade, denn
f(=2) = (-2)’ = =2’ = — f(a).

Die entsprechenden Punkte im Graphen sind hier (z, f(z)) und (—z, — f(x))
(denn f(—z) = —f(x)); sie gehen durch Punktspiegelung am Urpsrung des
Koordinatensystems in einander iiber, siche Abbildung 2.3 rechts.
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gerade ungerade

Abbildung 2.3: Beispiele fiir gerade und ungerade Funktionen

(c) Welche Symmetrie-Eigenschaft hat die Funktion f(x) = 22 — 2? Wir be-
rechnen dazu f(—x) und vergleichen das mit f(x) und —f(z):

flea) = (~a)t = (<2) = 2* +a
= f(-2)# f(z) und f(—z)#—f()

f ist also weder gerade noch ungerade.

Bemerkung;:

(a) Anhand der ersten beiden Beispiel wird klar: Die Funktion f(z) = 2™ ist
gerade fiir gerade Werte von n (n = 0,2,4,6,...). Und f ist ungerade fiir
ungerade Werte von n (n = 1,3,5,...). Dies erklirt die Bezeichnungen
»gereade® und ,,ungerade“ bei Symmetrien.

(b) Funktionen kénnen auch symmetrisch zu anderen Geraden oder Punkten
aufler der y-Achse und dem Ursprung (0,0) sein. Zum Beispiel ist die
nach rechts verschobene Parabel y = (x — 2)? symmetrisch zur Gerade
x = 2 (das ist die Gerade parallel zur y-Achse durch = = 2). Solche
Symmetrien sind im Allgemeinen aber schwieriger am Funktionsterm zu
erkennen, weshalb wir hier nicht weiter darauf eingehen.

2.6 Monotonie

Monotonie bezeichnet die Eigenschaft einer Funktion, wachsende oder fallende
Funktionswerte zu haben.

Definition 2.6.1 Die Funktion f: D — R heifit auf dem Definitionsbereich D

monoton wachsend, wenn z1 <z2 = f(r1) < f(z2),
streng monoton wachsend, wenn x1 < xe = f(x1) < f(x2),
monoton fallend, wenn x1 <xy = f(x1) > f(x2),
streng monoton fallend, wenn r1 <z2 = f(r1) > f(22).
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(Die Implikation muss jeweils fiir alle z1,22 € D gelten.)
Die Funktion hei3t monoton, wenn sie monoton wachsend oder monoton
fallend ist. Entsprechend bei streng monoton.

Bei strenger Monotonie miissen die Funktionswerte also immer echt grofier
beziehungsweise echt kleiner werden. Ist die Funktion dagegen ,,nur“ monoton,
so konnen die Funktionswerte auch auf einem ganzen Intervall konstant bleiben.

Beachte: Ob eine Funktion monoton (oder streng monoton) ist, hingt ent-
scheidend davon ab, auf welchem Definitionsbereich D man sie betrachtet. So
bedeutet die Aussage ,,f ist monoton“, dass f auf seinem ganzen Definitions-
bereich D entweder monoton wachsend oder monoton fallend ist. Wird nur ein
bestimmter (kleinerer) Bereich D betrachtet (und nicht der komplette Definiti-
onsbereich), so muss dies explizit mit angegeben werden, z.B. , f ist monoton
wachsend auf D“.

Beispiel 2.6.2 (a) Die Normalparabel f(z) = 22 ist streng monoton wach-
send auf D = [0, oo[ und streng monoton fallend auf D =] — o0, 0].
Man beachte, dass hier 0 in beiden Féllen zu D dazugehort. Ist z.B. 1 = 0
und z2 > 0, so ist f(z1) = 0% = 0 und f(z2) = 22 > 0 denn x5 > 0. Also
gilt tatsdchlich f(z1) < f(z2), d.h. die Definition fiir ,streng monoton
wachsend® ist im Fall D = [0, 00[ auch fiir 21 = 0 erfiillt.
Betrachtet man die Funktion f(z) = 2% aber auf dem maximalen Defini-
tionsbereich D = R, also

[ R—=R, f(z) =27

dann ist f nicht monoton. Denn auf ganz R ist f(x) = 22 ja nicht monoton
wachsend und auch nicht monoton fallend.

(b) Ein Beispiel fiir eine Funktion die monoton wachsend, aber nicht streng
monoton wachsend ist, ist in Abbildung 2.4 dargestellt. Die Funktion ist
konstant auf dem Intervall [a,b]. Fiir 1,29 € [a,b], 1 < x2 gilt also
f(z1) = f(z2). Damit ist in Definition 2.6.1 die Bedingung f(z1) < f(z2)
erfilllt (denn ,=* ist ja zugelassen), aber nicht f(x1) < f(x2). f ist damit
tatséchlich monoton wachsend, aber nicht streng monoton.

Ein konkretes Beispiel fiir eine solche Funktion ist etwa

1 — 22, fir x <0
fl@)y=141, fir0<z<?2
1+ (z—2)?, firz>2

(Hier @ = 0, b = 2.) Solche abschnittsweise definierten Funktion werden
uns spéter noch begegnen.

Zwischen strenger Monotonie und Invertierbarkeit besteht folgender Zusam-
menhang:

Satz 2.6.3 Ist die Funktion f: D — R streng monoton wachsend, dann ist f
invertierbar und die Umkehrfunktion f~! ist ebenfalls streng monoton wachsend.

Entsprechend gilt: Ist f streng monoton fallend, dann ist [ invertierbar und
F~L ist streng monoton fallend.
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Abbildung 2.4: Eine monotone, aber nicht streng monotone Funktion

Beweis. Fiir die Invertierbarkeit miissen wir nur zeigen, dass f injektiv ist (siehe
Definition 2.4.1 und die darauf folgende Bemerkung): Sei x1 # x. Wir konnen
dann annehmen, dass x; < x5 gilt. Denn von den beiden verschiedenen Zahlen
muss eine die kleinere sein. Und falls das x, wiére, tauschen wir einfach die
Bezeichnungen. Ist jetzt f z.B. streng monoton wachsend, so folgt aus 1 < 3,
dass f(z1) < f(z2) gilt, also insbesondere f(x1) # f(z2). Also gilt tatséchlich

vy #x2 = f(w1) # f(22),

d.h. f ist injektiv und damit umkehrbar.

Das dann die Umkehrfunktion auch wieder streng monoton wachsend (bzw.
fallend) ist, sieht man (z.B.) an den Graphen von f und f~!': Weil der eine
durch Spiegeln des anderen an der Winkelhalbierenden y = x entsteht, muss
der eine streng monoton wachsend sein, sobald der andere es ist. Sie dazu den
Graphen des néchsten Beispiels. O

Beispiel 2.6.4 Die Funktion
fR—=R, f(z)=2°
ist streng monoton wachsend. Die Umkehrfunktion ist
FURSR, S ) = Ve

(denn y = 2% & o = ). f~! ist wieder streng monoton wachsend.
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Beachte: Allgemein ist die n. Wurzel {/a einer positiven Zahl a > 0 die positive
reelle Losung der Gleichung =" = a. Dabei ist n € N*, d.h. n > 1. Es gilt also

r=%a < 2"=a
fiir z,a > 0. Zum Beispiel ist

V81 =3 denn 3*=81,
V125 =5 denn 5% = 125.

Insbesondere gilt immer

Ya>0 fiir a>0.

Denn die Wurzel ist per Definition die positive Losung. Zum Beispiel ist immer
V9 = 3 und nie v9 = —3 oder = +3, obwohl (=3)2=09.

Das ist kein Widerspruch dazu, dass 22 = 9 die beiden reellen Lésungen
2 =3 und z = —3 hat. Denn es gilt fiir x € R (wenn also z < 0 erlaubt ist)

?=9 & r=+/9 < T =43,

wobei im zweiten Schritt /9 = 3 (also V9 > 0) eingesetzt wurde. Das + muss
im ersten Schritt schon explizit dazu geschrieben werden: z = £+/9.

Fiir gerades n und negatives a < 0 ist die Wurzel {/a nicht definiert. Denn
wenn n gerade ist, ist ™ > 0 fiir alle reellen Zahlen x € R. Bei a < 0 hat
deshalb die Gleichung 2" = a keine reelle Losung!. Zum Beispiel ist v/—2 nicht
definiert, denn es gibt kein € R mit 22 = —2.

Bei ungeradem Exponenten n ist die Sache anders: Fiir z < 0 gilt dann auch
x"™ < 0. Die Gleichung ™ = a hat fiir negatives a < 0 eine eindeutige Lsung
x < 0, die n. Wurzel kann man damit wieder als diese Losung definieren. Also
gilt

r=%a <= z2"=a

bei ungeradem n fiir alle x,a € R. Zum Beispiel ist
V-8=-2, denmn (-2)®=-2°=-8.
Tatséchlich gilt fiir negatives a immer
a=—la] = Ya=-%la] (wenn n ungerade!)

Im Beispiel

V—8=-V8=-2.

Im Kapitel zu komplexen Zahlen werden wir sehen, wie man eine Gleichung wie 22 = —2
doch 16sen kann.



Kapitel 3

Trigonometrische
Funktionen

In diesem Kapitel untersuchen wir die trigonometrischen Funktionen Sinus, Co-
sinus, Tangens, Cotangens (auch Winkelfunktionen genannt) und ihre Umkehr-
funktionen, die sogenannten Arcusfunktionen.

Hinweis: In den alten Mathematik A&B Skripten finden sie den Stoff dieses
Kapitels im Skript Mathematik A, Kapitel 2.2.3-2.2.5.

3.1 Winkel im Bogenmaf}

Eine Mafleinheit fiir Winkel ist das Grad, z.B. rechter Winkel = 90°. Es gibt
aber auch eine andere Einheit fiir Winkel, das sogenannte Bogenmaf. Wie sich
herausstellen wird, ist fiir trigonometrische Funktionen die mathematisch ,rich-
tige* Winkeleinheit Bogenmaf, und nicht Grad.!

Beim Bogenmafl wird ein Winkel durch die Lénge des entsprechenden Kreis-
bogens im Einheitskreis (Kreis mit Radius 1) gemessen. Dazu trigt man den
Winkel a von der positiven z-Achse aus gegen den Uhrzeigersinn im Einheits-
kreis ab. Der Winkel schneidet einen Kreisbogen aus dem Kreisrand heraus,
siche Abbildung 3.1 (Kreisbogen in blau). Das Bogenmaf von « ist dann gleich

IWir werden das an einem Beispiel im Kapitel iiber Grenzwerte sehen.

Abbildung 3.1: Das Bogenmaf eines Winkels am Einheitskreis

37
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der Lange [ des Kreisbogens:

« in Bogenmafl = Lénge des Kreisbogens | im Einheitskreis.

Dem vollen Winkel von 360° entspricht also in Bogenmaf} der komplette Kreis-
umfang, d.h. 27 (Umfang 277 mit Radius » = 1). Damit erhélt man als Formel
fiir die Umrechnung zwischen Grad und Bogenmaf:

o — 27 N a : Winkel in Bogenmaf
~ 360 ap : Winkel in Grad

Einige Winkelwerte sind (Bogenma$f links, Grad rechts):

(0% (7))
0 0°
3 | 90°
m | 180°
3| 2700
2m | 360°

Man betrachtet auch negative Winkel. Diese werden im FEinheitskreis ¢m

Uhrzeigersinn abgetragen (d.h. in Abbildung 3.1 von der positiven z-Achse aus
nach unten). Also:

a>0: Drehung gegen Uhrzeigersinn
a < 0: Drehung im Uhrzeigersinn

Als Beispiel stellen wir den Winkel o = —% dar: Weil 7 = 45° ist, entspricht
somit a = —7 dem Winkel von 45°, aber im Uhrzeigersinn abgetragen:

/ \ a=—i

NED

SchlieBlich gibt es auch Winkel o > 27 und o < —27. Dabei wird der
Kreis entsprechend mehrfach umlaufen. Ein Winkel kann damit jede reelle Zahl
a € R sein. Zum Beispiel bedeutet o = & eine vollen Drehung um 27 gegen

2
den Uhrzeigersinn plus der weiteren Drehung um 7, denn

5%

T
o+ = = 2T
Tty T

Die beiden Winkel o = 57” und o = 7 ergeben also in Abbildung 3.1 zwar

denselben Punkt auf dem Einheitskreis. Es sind aber trotzdem verschiedene
Winkel, denn der erste enthélt ja noch die zusétzliche volle Drehung um 27.

3.2 Sinus und Cosinus

Wir definieren die Funktionen Sinus und Cosinus nicht, wie vielleicht aus der
Schule bekannt, iiber rechtwinklige Dreiecke, sondern am Einheitskreis. Das hat
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) P = (cosa,sina)
sina +----2

Abbildung 3.2: Definition von Sinus und Cosinus am Einheitskreis

sin o
CoS &

/27r _32 _ 5 5 T

-1+

=

m‘g/
Q

“"a
[\»)
)

Abbildung 3.3: Die Graphen von Sinus und Cosinus

den Vorteil, dass sina und cos o automatisch fiir alle Winkel o € IR definiert
sind.?

Fiir die Definition trdgt man den Winkel o im Einheitskreis ab und erhélt
so einen Punkt P auf dem Kreisrand. Dann ist cos a die x-Koordinate von P
und sin « die y-Koordinate von P. Das ist in Abbildung 3.2 dargestellt.

An der Abbildung sieht man auch, dass fiir Winkel zwischen 0 und 7 die
Langen von Ankathete und Gegenkathete des entstehenden rechtwinkligen Drei-
ecks genau gleich cos @ und sin « sind. Die Definition am Einheitskreis stimmt
also mit der bekannten Definition am rechtwinkligen Dreieck iiberein.

Durch die Abbildung 3.2 sind sin a und cos o nun fiir alle Zahlen o € R de-
finiert. Daraus erhilt man fiir Sinus und Cosinus die Graphen in Abbildung 3.3.
Wir erldutern die Entstehung der Graphen:

Bei a = 0 ist P der Punkt auf dem Kreisrand auf der positiven x-Achse
(keine Drehung), also P = (1,0), denn der Kreisradius ist 1. Der Cosinus ist die
z-Koordinate, Sinus die y-Koordinate, also gilt

cos(0) =1, sin(0) = 0.

Vergrofert man jetzt den Winkel a, so wandert P auf dem Kreis gegen den
Uhrzeigersinn, also nach oben und links. Die z-Koordinate cosa wird somit
kleiner, die y-Koordinate sin a grofler; das sieht man auch in den Graphen. Bei

s

a = T (rechter Winkel) liegt dann P auf der positiven y-Achse, also P = (0, 1).

2Die Definition am rechtwinkligen Dreieck liefert Cosinus und Sinus zunéchst nur fiir Win-
kel 0 < a< g, denn ein Kathetenwinkel im rechtwinkligen Dreieck kann nicht grofler als ein
rechter Winkel sein.
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T LT
cos (5) =0, sm(§> =1,

vergleiche wieder mit den Graphen. Wéchst o nun weiter, d.h. P lduft weiter auf
dem Kreis, so wird die z-Koordinate, also cos o, negativ, und die y-Koordinate
sin a wird wieder kleiner. Fiir « = 7 ist dann P = (—1,0), d.h.

Damit ist

cos(m) = —1, sin(m) = 0.

Bei weiter wachsendem « wird nun cos  wieder gréfler und sin a wird negativ.
Bei a = 3T ist dann P = (0,—1), also

cos(%r) =0, sin(%r) =—-1.

SchlieBlich erreichen wir bei a = 27 wieder den Ausgangspunkt P = (1,0), so

dass
cos(2m) =1, sin(27) = 0.

Betrachten wir nun 27 < a < 4, so erhalten wir einen weiteren Umlauf von
P auf dem Kreis, Cosinus und Sinus haben damit dieselben Werte wie fiir 0 <
a < 27. Das wiederholt sich erneut fiir 47 < o < 67, und so weiter.

Betrachten wir nun noch a < 0, so entspricht das dem Umlauf von P auf dem
Kreis im Uhrzeigersinn. Wir erhalten damit wieder dieselben Werte von Cosinus
und Sinus wie im Intervall [0,27]. Zum Beispiel sind in [-7,0] die Werte die
gleichen wie in [3F, 27], denn die Winkel liefern dieselben Punkte P, etwa —%
und 37” =35 +2m.

3.3 Eigenschaften von Sinus und Cosinus
Da sin @ und cos a fiir alle @ € R defniniert sind, erhalten wir Funktionen

sin: R — R, cos: R — R.

Satz 3.3.1 Die Funktionen sin und cos haben folgende Eigenschaften und Re-
chenregeln:

(a) Der Wertebereich von sin und cos ist [—1,1].
(b) sin ist eine ungerade, cos eine gerade Funktion,
sin(—a) = —sina, cos(—a) = cos a. (3.1)
(¢) sin und cos sind 2m-periodisch:
sin(« + 27) = sin cos(a + 27) = cos a. (3.2)
(d) Bei Verschiebung um m dndert sich das Vorzeichen:
sin(a + 7) = —sina, cos(a + ) = —cos a. (3.3)

(e) Bei Verschiebung um 5 gehen Sinus und Cosinus ineinander iber:

sin(a + g) = cos a. (3.4)
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(f) Es gilt
cos? o +sin®a = 1 (3.5)
(wobei z.B. cos® a = (cos a)?).

(g) Einige Werte:

o Jo| z|z| g |3
sina | 0 1 5 ? 5\1/3 1
cosa | 1 5\/5 7 5 0
(h) Sinus und Cosinus haben folgende Nullstellen:
sina=0 < a=0, +7, :27,... & a=km ke (3.6)
cosa=0 & 04::|:E7 :l:3—7r, j:5—7T,... & a:E+k‘7r, keZ (3.7)
2 2 2 2
(i) Es gelten die Additionstheoreme
sin(a+ ) =sina - cos 4 cos - sin 3, (3.8)
cos(a+ ) = cosa - cos f — sina - sin 3. (3.9

Beweis. Einige Hinweise zum Beweis:
(a) Ergibt sich sofort aus dem Graphen.

(b) Ebenfalls klar aus dem Graphen. Es folgt aber auch schén iiber die Defi-
nition am Einheitskreis, denn der Ubergang von a zu —a entspricht der
Spiegelung von P an der y-Achse, d.h. die y-Koordinate (sin «) dndert das
Vorzeichen, die z-Koordinate (cos «) bleibt gleich.

(¢) Auch direkt klar am Einheitskreis, denn oo und « + 27 ergeben denselben
Punkt P.

(d) Addition von 7 zu « bewirkt die Spiegelung von P am Ursprung. Dabei
dndern sich die Vorzeichen von z und y, somit von cos und sin.

(e) Kann man am Graphen erkennen: Die Funktion sin(a + %) ,startet® fiir
a = 0 mit dem Wert sin(%) = 1, fillt dann und erreicht bei o = 7 den
Wert sin(7) = 0. Das sind genau die Funktionswerte von cosa und man

erkennt, dass auch der Verlauf dazwischen derselbe ist.

(f) Nach Definition haben wir das rechtwinklige Dreieck
1
sin v
A,
cos

Der Satz von Pythagoras ergibt somit genau cos? o 4 sin® @ = 12. Daher
nennt man (3.5) auch ,trigonometrischen Pythagoras®.
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(g) Die Werte fiir o = 0 und 7 haben wir schon beim Graphen gesehen. Die
anderen Werte der Tabelle ergeben sich aus der Betrachtung der entspre-
chenden rechtwinkligen Dreiecke. Wir machen das hier fiir o = 7. Dafiir
ergibt sich das gleichschenklige Dreieck

Nach Pythagoras folgt dann

2Z4+22=1 = =2 = zr=sina=cosa=

[\
Sl -
[\)

(h) Die Nullstellen kann man direkt aus dem Graphen ablesen.

(i) Der Beweis der Additionstheoreme ist komplizierter, uns fehlt dafiir hier
das notige Wissen.

O

Bemerkung: Allgemein nennt man eine Funktion f : R — R periodisch mit
Periode L > 0 (kurz L-periodisch) wenn gilt

flea+ L) = f(x) fiir alle z € R.
Sinus und Cosinus haben also die Periode L = 2.

Die Formeln aus Satz 3.3.1 kann man benutzen, um konkrete Werte von
Sinus und Cosinus auszurechnen, oder weitere niitzliche Formeln herzuleiten:

Beispiel 3.3.2 (a) Wir wollen sin (—%7() ausrechnen. Dazu wenden wir so-
lange passende Regeln aus Satz 3.3.1 an, bis wir den Werte aus der Tabelle
in 3.3.1(g) ablesen konnen. Die jeweils angewandte Regel schreiben wir
iiber das Gleichheitszeichen:

A Ney o4y ] (33).(})_}
sm( 37r> = sm(gw)- sm(37r+7r> = sin 37r —2\/3

(b) Auch in der niichsten Rechnung benutzen wir die Regeln fiir Sinus und
Cosinus; hier wollen wir aber den allgemeinen Ausdruck sin(§ — «) ver-
einfachen. Eine Moglichkeit ist

sin (E - a) (35 sin(%) -cos(—ar) + cos(%) - sin(—a)

2
(3.1)
= cos(—a) "= cos .

Wir haben hier das Additionstheorem (3.8) fiir Sinus verwendet. Stattdes-
sen kénnen wir aber auch so rechnen:

(T . T (3.4)
sm(g — a) = sm(foz + 5) =’ cos(—a) = cos
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COS sin

Abbildung 3.4: Symmetrie zwischen Sinus und Cosinus

Es gibt also mehr als nur einen Rechenweg. Graphisch kénnen wir die

erhaltene Formel so verstehen, siehe Abbildung 3.4: 7 — « hat zu 7 den-
selben Abstand, wie a zu 0 (némlich |a[). Die beiden Zahlen o und § —

liegen daher symmetrisch zum Winkel 7. Die Formel
n(3 o)
sin{ — —a) =cosa
2

bedeutet daher, dass Sinus und Cosinus zu einander spiegelsymmetrisch
beziiglich der Symmetrieachse o = 7 sind (in der Abbildung in blau).

3.4 Tangens und Cotangens

Tangens und Cotangens kénnen wir nun aus den schon bekannten Funktionen
Sinus und Cosinus definieren. Der Tangens ist

(fiir cos v # 0) (3.10)

Um nicht durch Null zu teilen, miissen wir hier die Nullstellen von Cosinus
ausschlieffen, d.h. tan « ist definiert fiir o # § + km , k € Z; in der Funktions-
schreibweise ist das

tan;R\{ngkw}kez} SR
Der Tangens hat folgende Figenschaften:
(a) tan ist eine ungerade Funktion,
tan(—a) = —tana.
Denn nach (3.1) (sin ungerade, cos gerade Funktion) gilt

sin(—a) —sina
tan(—a) = = = —tana.
cos(—a) cos o

(b) tan ist m-periodisch,
tan(a + ) = tan a.

Denn auf (3.3) folgt

tan(a+ 1) = sin(a + ) _ —sima
cos( +7m) —cosa
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Abbildung 3.5: Graph der Tangens Funktion

cot ar

371'\ @
2

™

ol

Abbildung 3.6: Die Cotangens Funktion

(Weil sin und cos 2m-periodisch sind, ist auch tan automatisch 27-perio-
disch, aber aus unserer Rechnung folgt eben, dass sich die Werte von tan a
schon nach 7 wiederholen, nicht erst nach 27.)

(c¢) Die Nullstellen von Tangens sind genau die Nullstellen des Sinus (denn ein
Bruch wird Null genau dann, wenn der Zéhler Null wird):

tana=0 <& sina=0 <& a=0,=xm £27,...

(d) Aus der Tabelle der Sinus- und Cosinus-Werte ergeben sich sofort die
Werte des Tangens:

o |0]
tana‘O‘

‘ jus

|
‘ V3 ‘ nich‘? def.

kol

&‘»—A@\ﬂ

Die Cotangens-Funktion ist genau der Kehrwert des Tangens:

(3.11)

Damit vertauschen sich gegeniiber dem Tangens Definitionsliicken und Null-
stellen. Der Cotangens ist genau wie Tangens ungerade und m-periodisch. Die
Graphen von Tangens und Cotangens sind in den Abbildungen 3.5 und 3.6 dar-
gestellt.
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ol

arctan x

ol

Abbildung 3.7: Die Funktion Arcustangens

3.5 Arcusfunktionen

Die Arcusfunktionen sind die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktio-
nen. Da die trigonometrischen Funktionen aber periodisch sind, sind sie erstmal
gar nicht umkehrbar; denn nach einer Periode wiederholen sich ja die Funktions-
werte, verschiedene Winkel haben gleiche Funktionswerte, und damit sind die
Funktionen nicht injektiv! Wir miissen sie daher vor dem Umkehren auf einen
geeigneten Definitionsbereich einschréinken (wie schon im Beispiel 2.4.2 bei der
Parabel).

(a)

Aus dem Graphen der Tangens-Funktion sieht man, dass tan auf dem
Intervall | — 5, 5[ streng monoton wachsend ist, und damit nach Satz 2.6.3
invertierbar. Ebenfalls am Graphen sieht man, dass der Wertebereich R
ist. Also gilt

tan:] -3, 5[— R  ist streng monoton wachsend und bijektiv.
Die Umkehrfunktion dazu heif3t Arcustangens:
arctan: R —]— 7, %[
Es gilt damit also
tana =y <& «=arctany firac] -5, 5[ (3.12)

Den Graphen von Arcustangens erhilt man durch Spiegelung des Graphen

von Tangens, eingeschrdnkt auf | — %, 5[, an der Winkelhalbierenden y =

«. Der Graph von arctan ist in Abbildung 3.7 dargestellt.

Um die Sinus-Funktion umkehrbar zu machen, schrinken wir sie auf das

Intervall [~F, 5] ein, also den Bereich um Null, auf dem die Sinuswerte
von —1 auf 1 wachsen. Wir haben also

sin: [, 5] = [-1,1] streng monoton wachsend, bijektiv.

Im Graphen ist das
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14 sin o

-1+

Die Umkehrung davon ist die Funktion Arcussinus:
arcsin : [-1,1] = [-F, T]
Es gilt
siha=y <« «o=arcsiny fir o € [-5, 3], y e [-1,1]. (3.13)

Den Graphen von Arcussinus erhélt man wieder durch Spiegeln an der
Winkelhalbierenden (y = «):

it arcsin x

R

B
‘

(¢) Fiir die Umkehrung von cos schrénken wir auf den Winkelbereich [0, 7]
ein. Dort ist ist cos streng monoton fallend von 1 nach —1:

cos: [0,7] — [—1,1] streng monoton fallend, bijektiv.

\: o
2 |
11 ‘

Die Umkehrfunktion heifit Arcuscosinus
arccos : [—1,1] — [0, 7
und es gilt
cosau =y <& «q=arccosy fir a € [0,7], y € [-1,1].  (3.14)

Der Graph ist
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oln

arccos x

Beachte: Wichtig bei allen Arcusfunktionen ist, den korrekten Winkelbereich
zu beachten, speziell beim Ubergang zur Umkehrfunktion (3.12), (3.13), (3.14).

So gilt z.B.
sin(%) = sin(Z—W) = 1\/3

3
(Denn aus 2F = 7 — I folgt sin(%) = —sin(—%) = sin(F) wegen (3.3) und

(3.1).) Da nun arcsin Werte im Winkelbereich [—7, 7] liefert und o = % in
diesem Bereich liegt, I € [, 5], ist somit

™

—~

1 1
y= Sin(g) = 5\/5 & a=arcsin(y) = arcsin<§\/§> = g

Dagegen ist %’T ¢ [=%,%] und damit %’r kein moglcher Wert des Arcussinus:

arcsin(3v/3) # 2.

3.6 Polarkoordinaten

Polarkoordinaten sind eine alternative Moglichkeit, die Position eines Punktes
in der Ebene zu beschreiben. Polarkoordinaten haben eine grofie Bedeutung in
Anwendungen und auch in der Mathematik selbst, da sie zum Beispiel sehr
gut Kreise und Drehungen beschreiben kénnen Zur Umrechnung von Polar-
in normale kartesische Koordinaten kénnen wir trigonometrischen Funktionen
nutzen.

Sei (z,y) ein Punkt in der Ebene, (x,y) € R x R. Der Punkt wird also
durch die kartesischen Koordinaten x und y beschrieben. In Polarkoordinaten
wird der Punkt durch einen Radius » und einen Winkel ¢ beschrieben, die mit
den kartesischen Koordinaten x,y in der Beziehung

X =7T-+CO0S
o (3.15)
y=r-sinp

stehen. Geometrisch ist das in Abbildung 3.8 veranschaulicht. Der Radius r
in Polarkoordinaten ist gleich dem Abstand des Punktes (z,y) vom Koordina-
tenursprung. Der Winkel ¢ ist der Winkel zwischen positiver z-Achse und der
»,Radiuslinie“ vom Ursprung zum Punkt, gemessen gegen den Uhrzeigersinn, ge-
nau wie Abschnitt 3.1 zum Bogenmaf} defniniert. In dem rechtwinkligen Dreieck,
das sich ergibt, ist  die Hypotenuse, « die Ankathete, und y die Gegenkathete.
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(z,9)

Abbildung 3.8: Polarkoordinaten eines Punktes

Die Gleichungen in (3.15) sind damit genau die (umgeformten) Beziehungen fiir
Sinus und Cosinus im rechtwinkligen Dreieck:

Ankathete
cosSp = ———
v Hypotenuse

x
— & r=rcosy
r

Gegenkathete  y
,

sing = ————— =

& = rsin
Hypotenuse 4 7

Alternativ ergeben sich die Gleichungen (3.15) auch durch Skalierung der De-
finition von Sinus und Cosinus im Einheitskreis (Abbildung 3.2), von Radius 1
auf Radius r.

Mit (3.15) konnen wir aus gegebenen Polarkoordinaten r und ¢ die kartesi-
schen Koordinaten z und y berechnen. Wie kommen wir aber von z,y zu r, p?
Die Berechnung von r ist einfach: Der Satz des Pythagoras fiir das rechtwinklige
Dreieck ist 22 + y? = r2, und damit folgt

r=vx?+y2 (3.16)

Die Berechnung des Winkels ist komplizierter. Zunéchst ist ¢ nicht eindeu-
tig, da die Funktionen cos und sin in (3.15) 2w-periodisch sind: ¢ + 27 ergeben
denselben Punkt (z,y). Graphisch entspricht das einer kompletten weiteren Dre-
hung um 27 (im oder gegen den Uhrzeigersinn). Auflerdem ist fiir den Punkt
(0,0), d.h. z = y = 0, der Winkel komplett unbestimmt. (Dreieck mit r = 0,
(3.15) gilt fiir beliebige ¢ € R.)

Fiir Punkte (z,y) # (0,0), d.h. r # 0, ist der Winkel ¢ aber bis auf Vielfache
von 27 festgelegt. Wihlt man als Winkelbereich ¢ €] — 7, 7], so ist der Winkel
¢ eindeutig bestimmt und die Berechnung erfolgt mit

arccos(g), falls y > 0,
_ r

o= 3.17
— arccos(£>7 falls y < 0. ( )
r

Die Formel ergibt sich aus
x
T=TrCcosp <& Ccosp=—.
r
Ist hier ¢ € [0, 7] (was genau y > 0 entspricht), so liegt ¢ also im Winkelbereich
des Arcuscosinus, verlgeiche (3.14), und es folgt ¢ = arccos(). Im anderen Fall

ist ¢ €] —m,0[ (d.h. y < 0). Dann liegt —¢ € [0, 7] im Bereich des Arcuscosinus,
und wegen cos(—) = cosp = T folgt —p = arccos(7).
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Bemerkung: Speziell in der Physik ist zur Berechnung des Polarwinkels ¢ eine
Formel mit arctan(¥) bekannt. Eine vollsténdige korrekte Formel lautet hier

x

arctan £, falls z > 0
tan £, fallsz <0
o= :—l—arc an < fa sxi (3.18)
s allsz =0,y >0
3 —
= fallsx =0, y <0
Sie liefert den Winkel ¢ im Bereich | — %, 27].
Die Formel ¢ = arctan(¥) allein dagegen liefert nur den Bereich | — 7, Z[.

Und benutzt man diese Formel auch fiir Punkte mit < 0, so erhélt man sogar
falsche Werte fiir ¢!

Merke: Die Formel ¢ = arctan(%) gilt nur fiir > 0.

x
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Kapitel 4

Exponential- und
Logarithmusfunktion

In diesem Kapitel geht es um Exponentialfunktionen f(z) = a®, also Potenzen
mit der Variablen z im Exponent, und um ihre Umkehrfunktionen, die Loga-
rithmusfunktionen.

Hinweis: In den alten Mathematik A&B Skripten finden sie den Stoff dieses
Kapitels im Skript Mathematik A, Kapitel 2.2.6, 2.2.7.

4.1 Allgemeine Potenzen

Wie und fiir welche Zahlen a,b man eine Potenz a’ ausrechnen kann, hingt

vorallem vom Exponenten b ab. Wir gehen hier kurz die verschiedenen Fille
durch, so wie man sie auch in der Schule kennengelernt hat.

Der erste, einfachste Fall ist eine natiirliche Zahl n als Exponent, also a™.
Das ist das n-fache Produkt von a mit sich selbst; dabei kann a irgendeine reelle
Zahl sein:
a"=a-...-q fir neN,acR. (4.1)

—

n mal

Ein Sonderfall, der sich nicht direkt aus der Formel ergibt, ist n = 0. Per Defi-
nition gilt immer
a’ =1. (4.2)

Als néchstes geht man zu Briichen im Exponenten iiber, dabei kommen dann
Wurzeln ins Spiel. Es gilt

1
anr =

n

a, fir neN* a>0. (4.3)
Da die n. Wurzel ja im Allgemeinen nur fiir Zahlen grofler oder gleich Null
definiert ist, kann man diese Potenz auch nur fiir a > 0 berechnen.

Bringt man die beiden ersten Definitionen zusammen, kann man Potenzen
mit einer beliebigen positiven rationalen Zahl ¢ = ** als Exponenten berechnen:

a? =a» = Yam fiir q:TEQ,qZO,aZO. (4.4)
n

ol
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Die Einschréankung a > 0 bleibt hier, weil man ja wieder eine Wurzel berechnen
muss.
Fiir negative Exponenten ergibt sich die Potenz aus dem Kehrwert:

1
al=— fir a> 0. (4.5)
a4
Da man nicht durch Null teilen kann, gilt diese Formel nur noch fiir a > 0.
Somit kénnen wir jetzt Potenzen a® fiir alle rationalen Zahlen b als Exponent
berechnen. Man kann nun noch weiter gehen, und als Exponent auch irgendeine

reelle Zahl zulassen:
b

a fir a>0, beR bel (4.6)
Die Einschrinkung a > 0 gilt hier iibrigens auch fiir positive reelle Zahlen b.
Eine Formel, wie man a® im Fall b € R ausrechnen kann, sehen wir am Ende
dieses Kapitels.

4.2 Die Exponentialfunktion

Die Funktion exp,(x) = a”, wo also die Funktionsvariable x der Exponent ist,
nennt man FEzponentialfunktion zur Basis a. Da man in die Funktion reelle
Zahlen z einsetzen mochte, sind wir hier im letzten Fall (4.6), d.h. die Basis a
muss positiv reell sein: @ € R, a > 0. Die Potenz a” ist damit fiir jedes x € R
definiert, der Definitionsbereich der Exponentialfunktion exp, ist also R, d.h.

exp, : R = R, exp,(z)=a" (4.7)
Die Exponentialfunktion hat folgende Eigenschaften:

(a) Es gelten die Potenzrechenregeln, die aus der Schule bekannt sind. Dabei
sind a,b > 0 und z,y € R:

a®V =a" - a?, a®b” = (ab)”
_ 1
(a®)¥ = o™, a ¥ = o
a® oy a® (a)w
a¥y —a ’ bx - b
(b) Es gilt
a® =1 1 =1.

(c¢) Die Exponentialfunktion hat immer echt positive Werte, d.h.
a® >0 fir alle a >0, z € R.

(d) Es gilt
r<y = a’*<ad wenn a > 1.

Fiir eine Basis a > 1 ist also exp, streng monoton wachsend.
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x

Abbildung 4.1: Die Exponentialfunktionen a* und a~

(e) Hat man aber eine Basis echt kleiner als Eins, also b* mit 0 < b < 1, dann
ist die Exponentialfunktion exp,(z) = b* streng monoton fallend. Denn
die Zahl b < 1 kann man als b = % mit a > 1 schreiben, und dann gilt

und das ist streng monoton fallend, denn a” ist streng monoton wachsend.
(Der Nenner a® wird gréBer, also der Bruch % kleiner.)

Die Graphen der Exponentialfunktionen a® und ¢=% (= b*) mit a > 1 sind
in Abbildung 4.1 dargestellt.
Es gibt eine spezielle Exponentialfunkion, bei der die Basis einen besonderen
Wert hat:
exp(z) = €* (4.8)

Die Basis ist die sogenannte Fulersche Zahl

e=2.718281...

Die Exponentialfunktion zur Basis e hat eine besondere Bedeutung, wir wer-
den das spéter an verschiedenen Stellen noch sehen. Spricht man von ,der*
Exponentialfunktion (ohne Angabe einer Basis), so meint man meistens die Ex-
pontialfunktion zur Basis e.

4.3 Der Logarithmus

In diesem Abschnitt ist die Basis a immer eine Zahl grofler als Eins, a > 1.
Aus Eigenschaft (d) vom letzten Abschnitt wissen wir, dass bei a > 1 die Ex-
ponentialfunktion exp, streng monoton wachsend ist. Damit ist sie umkehrbar
(Satz 2.6.3). Auflerdem ist der Wertebereich |0, oo[ (also alle y > 0), wie man
am Graphen in Abbildung 4.1 sieht. Also ist

exp, : R —]0, 00| bijektiv.
Die Umkehrfunktion von exp, heifit Logarithmus zur Basis a:

log, :]0,00[ = R

"=y & x=log,(y) (4.9)
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Abbildung 4.2: Der Logarithmus zur Basis a

Da exp, streng monoton wachsend ist, ist auch der Logarithmus log, streng
monoton wachsend. Den Graphen erhilt man — wie immer — durch Spiegeln an

der Gerade y = x, sieche Abbildung 4.2.
Fiir den Logarithmus gelten die folgenden Regeln:

Satz 4.3.1 FEs gilt (wobei x,y >0, a > 1):
(a) log,(1) =0, log,(a)=1

(b) log,(xy) = log, = +log, y

1
loga <x) = loga'r - loga Y, loga <) = - loga €z
Yy T

(c) log,(a¥) =y -log, = (hier y € R erlaubt)
Beweis. Die Formeln ergeben sich als Umkehrung der Potenzrechenregeln:
(a) Es gilt a® =1 und a! = a. Durch Anwendung der Umkehrung (4.9) folgt
a®=1 & 0=log,(1)
a'=a < 1=log,(a)
(b) Zunéchst ergibt sich aus der Potenzrechenregel fiir a**¥ mit (4.9)
a*tV=d"a¥ & x+y=Ilog,(a"a¥)

Definiert man jetzt neue Variablen

also dquivalent
T = 1Oga u, Y= loga v,

so folgt durch Einsetzen

log, u + log, v = log, (uv).
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Das ist die Regel fiir den Logarithmus eines Produkts. Aus

P | < 1 >
at=— & —z=log,|—

folgt genauso durch Einsetzen

1
—log,(u) = log, () ,
U

die Regel fiir den Kehrwert. Die Regel fiir den Quotienten ergibt sich nun
durch zusammensetzen der Regeln fiir Produkt und Kehrwert:

u 1 1
log, (;) = log, (u U) = log, u +log, <U> = log, u —log, v

(c) Aus der Regel fiir das Potenzieren einer Potenz folgt
a® = (a")Y & ay=log,((a")).
Ersetzt man hierin v = a”, und damit = = log, u, so erhélt man
log, (u) -y = log, (u").
O

Fiir den Logarithmus mit der Eulerschen Zahl e als Basis gibt es eine beson-
dere Schreibweise:
Inz =log, x (4.10)

Dieser Logarithmus wird auch natiirlicher Logarithmus genannt. Wie schon bei
»der® Exponentialfunktion e”, hat auch der natiirliche Logarithmus besondere
Eigenschaften, die ihn von Logarithmen mit anderer Basis unterscheiden. In der
Mathematik ist daher der natiirliche Logarithmus am gebréuchlichsten, Loga-
rithmen zu anderen Basen werden nur in speziellen Situationen benutzt.

Die Rechenregeln von Satz 4.3.1 gelten genauso auch fiir den natiirlichen
Logarithmus. Insbesondere ist

In(e) = 1.

Mit dem Logarithmus kann man Gleichungen 16sen, bei denen die gesuchte
Variable im Exponenten steht.

Beispiel 4.3.2 Wir suchen die Losung « der Gleichung
3 =m-37"

Die Losung kénnen wir berechnen, indem wir zuerst die ganze Gleichung lo-
garithmieren (also den Logarithmus auf beide Seiten anwenden) und dann die
Rechenregeln fiir den Logarithmus benutzen. Wir verwenden den natiirlichen
Logarithmus:

In(3%) = In(w-377) & x-In3=Iln7+In(377)
& rz-ln3d=hr—z-In3 & 2xr-In3=In~x

Inm

< =93
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Mithilfe von Logarithmen ist es moglich, die allgemeine Exponentialfunk-
tion a® und den Logarithmus zur Basis a, log,(z), allein aus dem natiirlichen
Logarithmus und e” zu berechnen. Das zeigt, dass es letztlich langt, nur die Ex-
ponentialfunktion e und den natiirlichen Logarithmus Inx zu ,kennen“, d.h.
zum Beispiel mit dem Taschenrechner oder Computer berechnen zu kénnen. Die
allgemeinen Potenzen und Logarithmen ergeben sich dann daraus nach folgen-
den Formeln:

Satz 4.3.3 Fs gilt

T z-In(a) Inz

a® =e , log,(x) (4.11)

" Ina’
Beweis. Die erste Gleichung ergibt sich einfach durch Anwenden von Exponen-
tialfunktion und Logarithmus auf a®:
a® = eln(az) — e:c<1na

Im ersten Schritt wurde benutzt, dass e* und In z Umkehrfunktionen voneinan-
der sind, also e"¥ = y gilt. Der zweite Schritt ist die Logarithmusregel fiir die
Potenz.

Fiir die zweite Gleichung schreiben wir zuerst y = log, . Unser Ziel ist es,
y auszurechnen. Wegen

y=log,z & d'=z

wollen wir also die Gleichung a¥ = x nach y auflésen. Das machen wir nun wie
im letzten Beispiel auch durch Logarithmieren mit In:

1
=2 < @)=y lha=hsr & yzln—x,
na

also y = log, x = B, |

Ina

Bemerkung: Mit der Formel fiir ¢® in (4.11) haben wir {ibrigens jetzt die Frage
vom Ende von Abschnitt 4.1 beantwortet, wie man eine Potenz berechnet, wenn
der Exponent eine beliebige reelle Zahl ist.



Kapitel 5

Komplexe Zahlen

Komplexe Zahlen sind eine Erweiterung der Menge der reellen Zahlen, so wie
schon die reellen Zahlen eine Erweiterung der rationalen Zahlen sind. Mit den
reellen Zahlen wurden die rationalen Zahlen um unendliche nicht-periodische
Dezimalbriiche erweitert, so dass etwa /2 dargestellt werden kann.

Die Erweiterung auf die komplexen Zahlen macht es nun moglich, jede qua-
dratische Gleichung losen zu kénnen. Denn es gibt quadratische Gleichungen,
die keine reellen Losungen haben (also keine Losungen, die reelle Zahlen sind).
Es stellt sich dann heraus, dass mit komplexen Zahlen eine einheitliche Theorie
fiir die Losung quadratischer Gleichungen, und dann auch fiir die Nullstellen
beliebiger Polynome moglich ist. Tatséchlich sind komplexe Zahlen in vielen
Teilen der Mathematik — und auch in den Anwendungen — sehr niitzlich. Erst
mit den komplexen Zahlen sieht man in vielen Bereichen Zusammenhénge, die
sonst nur versteckt oder komplizierter sind.

Hinweis: In den alten Mathematik A&B Skripten finden sie den Stoff dieses
Kapitels im Skript Mathematik A, Kapitel 1.5, 2.2.5.

5.1 Definition komplexer Zahlen

Das einfachste Beispiel einer quadratischen Gleichung, die keine Losung z € R
hat, ist!

z? = —1.
Die Erweiterung der reellen Zahlen zu den komplexen Zahlen geschieht nun

dadurch, dass man eine neue Zahl ,definiert* (besser: einfiihrt), die eine Losung
dieser Gleichung ist. Das ist die imagindre Einheit j, fiir die per Definition gilt:

§% = —1. (5.1)

Eine andere Bezeichnung fiir die imaginédre Einheit ist ¢ statt j. In der Ma-
thematik ist ¢ die gebréduchliche Bezeichnung, in Anwendungsfichern, speziell
der Elektrotechnik, wird aber auch oft j benutzt. Wir schreiben hier immer j.

Eine allgemeine komplexe Zahl wird nun definiert als

z=x+Yyj mit z,y € R. (5.2)

IDie Gleichung z2 = —1 hat natiirlich deswegen keine reelle Lésung, weil fiir jede reelle

Zahl z € R immer z2 > 0 gilt.

o7
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Abbildung 5.1: Die komplexe Zahlenebene

Die komplexen Zahlen sind also aufgebaut aus reellen Zahlen und der imaginéren
Einheit. Die Menge aller komplexen Zahlen ist dann

C={z+yjlz,y € R}.

Die beiden Komponenten z und y der komplexen Zahl z in (5.2) werden als
Realteil und Imagindrteil von z bezeichnet, abgekiirzt Re z und Im z. Also

z = Rez Realteil

von z=24Yyj
y=Imz Imaginérteil } v

Der Imaginarteil ist also die Zahl, die an der imaginédren Einheit j steht. Zum
Beispiel ist
z2=2437 = Rez=2,Imz=23.

Beachte: Die imaginire Einheit j selbst gehort nicht zum Imaginérteil dazu!

Die Schreibweise x und y fiir Real- und Imaginérteil legt es nah, komplexe
Zahlen in einem Koordinatensystem darzustellen: Die Zahl z = z+yj € C wird
durch den Punkt (z,y) dargestellt, d.h. der Realteil ist die z-Koordinate, der
Imaginérteil die y-Koordinate des Punktes. Die komplexen Zahlen bilden so die
komplexe Zahlenebene, und entsprechend wird die waagerechte Achse als reelle
Achse, die senkrechte als imaginiire Achse bezeichnet, siche Abbildung 5.1.

Zwei komplexe Zahlen z,w € C sind gleich, wenn ihre Real- und Imaginéteile
gleich sind:

z=w << Rez=Rew AImz=Imw

Auf diese Weise kann man eine komplexe Gleichung in ein System von zwei
reellen Gleichungen umformen; wir sehen spéter ein Beispiel dafiir.
In der allgemeinen Form (5.2) einer komplexen Zahl gibt es zwei Sonderfille:

e Ist der Imaginéarteil Imz = 0, also z = x + 0j, so erhalten wir offenbar
wieder die reelle Zahl x. Andersgesagt kann man jede reelle Zahl z € R
auch als komplexe Zahl schreiben:

x=x+ 0j.
Somit sind alle reellen Zahl auch komplexe Zahlen, d.h. es gilt
RcC.
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Abbildung 5.2: Der Betrag einer komplexen Zahl

e Eine komplexe Zahl z mit Realteil Rez = 0, also
Z=YJs
heifit rein imagindr.
Fiir eine komplexe Zahl z € C wird der Betrag definiert durch die Gleichung
2] = Va? + 92 (5.3)

Nach dem Satz von Pythagoras ist damit Betrag |z| genau der Abstand von z
zum Ursprung in der komplexen Zahlenebene, sieche Abbildung 5.2.

5.2 Rechen mit komplexen Zahlen
Das Rechnen mit komplexen Zahlen erfolgt nach den gleichen Regeln wie fiir

reelle Zahlen, unter zusétzlicher Beachtung der Gleichung j2 = —1 fiir die ima-
gindre Einheit. Fiir Addition, Subtraktion und Multiplikation heifit das:

(w1 +y17) £ (w2 +y27) = (21 £ 22) + (Y1 £ y2)J (5.4)
(1 +v17) - (z2 + y27) = 2129 + 21Y2] + T2 + Y1y25°
= (z122 — 11Y2) + (T1y2 + T201)J (5.5)

Es wird also ganz normal ausmultipliziert und dann die Terme mit beziehungs-
weise ohne j zusammengefasst. Mit dem Zeichen + in (5.4) werden beide Fille
Addition und Subtraktion in einer Gleichung zusammengefasst. Dabei ist +
entweder komplett durch ,,+“ zu ersetzen (— Addition) oder komplett durch
»—“ (— Subtraktion). Bei (5.5) wurde nach dem Ausmultiplizieren im zweiten
Schritt j2 = —1 verwendet, was y1y2j> = —y1y2 ergibt.

Beispiel 5.2.1 Wir berechnen Summe, Differenz und Produkt von 1 — 35 und
243
(1=3j)+2+j)=3-2j
(1-3j) — (2+J) = —1 - 4
(1-35)-(2+j)=2+j—6j-3j2=5-5j
+3
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Im
z=x+yj
|
l Re
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|
Z=x—-yj

Abbildung 5.3: Das komplexe Konjugieren

Eine neue Rechenoperation fiir komplexe Zahlen ist die sogenannte komplexe
Konjugation: Zu einer komplexen Zahl z = x 4 yj ist die konjugiert komplexe
Zahl

Z=1x—yj. (5.6)

Beim komplexen Konjugieren wird also einfach das Vorzeichen des Imaginérteils
gewechselt. Zum Beispiel ist

247=2—j und —1-25 =—-1+27.

In der komplexen Zahlenebene bedeutet das komplexe Konjugieren eine Spiege-
lung an der reellen Achse, siehe Abbildung 5.3.
Fiir die komplexe Konjugation und den Betrag gelten folgende Rechenregeln:

Satz 5.2.2 Fiir komplexe Zahlen z,w € C gilt:

(d) |2l =vzz dh |2|>=2zz

(e) 2l = I

() |zw| = |z] - Jw

(9) |z +w| <|z| + |w] (Dreiecksungleichung)

Beweis. (a) und (b) ergibt sich direkt aus (5.4) und (5.5): #ndert sich das
Vorzeichen von y; und ys, so dndert sich auch im Ergebnis genau das Vorzeichen
des Imaginérteils.

zu (¢): Aus z = x +yj, Z = x — yj folgt sofort

z2+7%Z=2x =2Rez, z2—Z=2yj=2j-Imz

und damit (c).
(d) erhilt man aus

Z=(x+yj)@—yj) =2 -y’ =a"+y* =2
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Abbildung 5.4: Zur Dreiecksungleichung fiir komplexe Zahlen

durch Ziehen der Quadratwurzel folgt dann auch v/2z = |z|.
(e) ist klar nach der Definition des Betrags und (f) ist eine Konsequenz aus
(b) und (d):
|zw|? = 2w - ZW = zwzw = |z|?|w|?
Die Dreiecksungleichung (g) schliellich ergibt sich graphisch, was wir als
néchstes erldutern. g

Komplexe Zahlen als Vektoren

Man kann komplexe Zahlen auch als Vektoren in der komplexen Ebene auffassen:
Der Zahl z entspricht der Vektor vom Nullpunkt des Koordinatensystems zum
Punkt z. Der Betrag |z| ist damit gleich der Linge des Vektors, siehe nochmal
Abbildung 5.2. Und Addition zweier komplexer Zahlen z und w ergibt sich durch
Hintereinanderhéngen der Vektoren:

Im

‘ Re

Bei der Addition z + w entsteht also ein Dreieck in der komplexen Ebene. Die
Dreiecksungleichung 5.2.2(g) ist nun eine Aussage iiber die Linge der komplexen
Zahlen z, w und z + w als Vektoren, und damit der Lange der entsprechenden
Dreieckseiten, siehe Abbildung 5.4: die Dreiecksseite |z + w| kann nicht ldnger
sein als die Summe der beiden anderen Seiten |z| 4 |w|. So erklért sich auch der
Name ,,Dreicksungleichung®.

5.3 Kehrwert und Quotient

Fiir die Berechnung des Quotienten zweier komplexer Zahlen wird der Bruch mit
dem konjugiert komplexen Nenner erweitert. Der Nenner wird dadurch reell und
der Bruch kann berechnet bzw. vereinfacht werden. Wir zeigen das Verfahren
zuerst fiir den Kehrwert 1/z einer komplexen Zahl z # 0:

1 z z

z Z~E:W
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Der Bruch wird also mit dem komplex konjugierten Nenner Z erweitert. Der
Nenner wird dann zu z -z = |z|> (siehe Satz 5.2.2), und damit reell. Man
kann den Bruch dann ausrechnen. Wir machen die gleiche Umformung nochmal
ausfiihrlich, mit der allgemeinen Form einer komplexen Zahl z = z + yj:

1 1 T —yj R y oo
a1ty @ru)-v) P2ty P2ty 2+

Mit dem letzten Schritt haben wir wieder eine komplexe Zahl in der Form (5.2)
erhalten; anders gesagt haben wir Real- und Imaginérteil von % ausgerechnet.

Bei einem Quotienten % (also jetzt Zéhler # 1) rechnet man genau so:

Beispiel 5.3.1 Wir berechnen den Quotienten von 1 — 35 und 2 + j:

1-3j  (1-3j)2—j) 2-j—6j+3> —-1-7 1 7.
2+ @+ye-j)  2+12 5 5 5

Beachte: Im Beispiel mussten wir den erweiterten Nenner (2 4 5)(2 — j) nicht
,von Hand“ ausmultiplizieren! Denn wegen der Formel 27 = |z|? wissen wir ja,
dass der Nenner |z|? ist, also (Re 2)? + (Im 2)2, also im Beispiel 22 + 12.

Wir kénnen jetzt noch die Rechenregeln 5.2.2 mit Formeln fiir den Quotien-

ten vervollstéandigen:
(3)22 HZM (5.7)
w w’ wl  |w] '

5.4 Losung quadratischer Gleichungen mit kom-
plexen Zahlen

Bei der Einfithrung der komplexen Zahlen haben wir die reell nicht losbare
Gleichung 22 = —1 betrachtet, und fiir diese dann eine Losung eingefiihrt,
die imaginire Einheit j. In diesem Abschnitt zeigen wir nun, dass man mit
komplexen Zahlen tatséchlich jede quadratische Gleichung l6sen kann.

Wir starten mit einer quadratischen Gleichung in Normalform (also mit dem
Faktor 1 vor dem quadratischen Term?):

22 +pz+q=0. (5.8)

Da wir komplex rechnen wollen, haben wir die Unbekannte direkt als z geschrie-
ben. Um die Gleichung zu l6sen, vereinfachen wir sie zuerst mit quadratischer
Ergénzung:

2 p? 2

2
PAprtqg=0 & 22+pz—|—Z:Z—q & (z+§) :pZ—q

2Eine allgemeine quadratische Gleichung az? + bz 4 ¢ = 0 bringt man zuerst durch Teilen
mit a auf Normalform.
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Mit der Substitution w = z + § ist das dquivalent zu

s=-Liw  wobei w2=L q. (5.9)

2 4
Wir suchen also die Losungen w der Gleichung w? = % — ¢, und erhalten
dann daraus durch z = —% +w die Losungen der urspriinglichen quadratischen

Gleichung (5.8). Wenn wir jetzt noch die Abkiirzung

a= ﬁ —q
4
einfithren, haben wir das Problem damit soweit reduziert, dass wir die Losungen
w der Gleichung

w?=a (5.10)

berechnen miissen. Sind p und ¢ in der Ausgangsgleichung (5.8) reell, so ist auch
a eine reelle Zahl. Wir werden aber sehen, dass wir auch fiir komplexes a € C
die Losungen von (5.10) berechnen kénnen; damit diirfen dann in (5.8) auch die
Koeffizienten p, ¢ komplex sein.

Bemerkung: Wenn wir formal die Lésungen von (5.10) als Wurzel ++/a schrei-
ben, also

w==x

pj—q
4

bekommen wir fiir die Losung z von (5.8)

p p?
:——:l: —_—
z sEVT ¢

also die bekannte ,,p-g-Formel® fiir quadratische Gleichungen. Die Schreibweise
V/a ist aber problematisch, weil ,,die“ Wurzel einer negativen (oder komplexen)
Zahl nicht eindeutig festgelegt ist: z.B. hat w? = —1 die beiden Losungen w = j
und w = —j (denn (—j)? = j2 = —1), aber die Losung j ist erstmal nicht
,besser® als die Losung —j, jedenfalls aus mathematischer Sicht. Es ist also
nicht /=1 = j weil man genausogut /—1 = —j hiitte sagen kénnen.

Die Sache ist anders bei der Wurzel einer positiven Zahl: Die Gleichung
w? = 4 hat die beiden Losungen w = 2 und w = —2. Hier ist v/4 = 2 (und nie(!)
= —2, siehe auch Seite 36), weil die beiden reellen Lésungen mit ,,<“ angeordnet
werden konnen: es gilt —2 < 2 und man nimmt fiir v/4 die gréfere Losung, also
eben V4 = 2.

Die Losungen j und —j von w? = —1 kann man dagegen nicht mit ,,<“
ordnen, denn fiir komplexe Zahlen, also in der komplexen Zahlenebene gibt es
keine ,,<“-Beziehung.?

Wir schauen uns jetzt an, wie wir konkret die Losungen von w? = a be-
rechnen kénnen. Dabei unterscheiden wir die Félle, ob a reell oder komplex
ist:

3In der Funktionentheorie (Thema in Mathematik C) findet man schliellich doch einen
Weg, die komplexe Wurzelfunktion sauber zu definieren. Aber auch dann gibt es zwei gleich-
berechtigte Definitionen, wobei im einen Fall v/—1 = j, im anderen Fall aber v/—1 = —j
gilt!
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1. a € R.

Hier konne wir noch weiter unterscheiden ob @ > 0 oder a < 0 ist und
erhalten dann die Lésungen

a>0 = w==+Va (5.11)
a<0 = w==x+/la|l-j (5.12)

Fiir @ > 0 sind das natiirlich die schon bekannten reellen Loésungen ++/a €
R. Fiir den Fall a < 0 erhalten wir dagegen rein imaginére Losungen. Wir
machen noch die Probe, dass die Formel in (5.12) tatséchlich die Loésung

ist:
2 2
(£vIal ) = (Vial) 5% =lal - j* = ~la| = a

Im letzten Schritt haben wir verwendet, dass a < 0 und deswegen |a| = —a
ist.

Als Beispiel 16sen wir w? = —3:

wr=-3 o w=+V3jV w=—-V3j
.acC.

Wir schreiben die gesuchte Losung in der allgemeinen Form einer komple-
xen Zahl w = x + yj. Setzen wir das in w? = a ein, erhalten wir

w? = (z+yj)* = 2 + 2wyj + %% = 2% — y* + 22y = a.

Das Ausrufungszeichen ,!“ {iber dem letzten Gleichheitszeichen bedeutet,
dass dies noch unser Ziel ist: Wir wollen x und y so bestimmen, dass die
letzte Gleichheit erfiillt ist. Weil es eine Gleichheit von komplexen Zahlen
ist, kénnen wir auch dquivalent sagen, dass Real- und Imaginérteil gleich

sein miissen:
{m2 — 4% =Rea

2y = Ima

(5.13)

Dies ist ein Gleichungssytem fiir die gesuchten Variablen z und y. Das
Gleichungssystem ist reell, wir haben also das komplexe Problem auf ein
reelles zuriickgefiihrt. Allerdings ist das Gleichungssytem auch nicht-linear
(wegen den Termen 2, y? und xy), was die Losung etwas schwieriger
macht.

Beispiel 5.4.1 Als Beispiel fiir den zweiten Fall a € C wollen wir die Lésungen

von

w2:j

berechnen. Wir beginnen wieder mit dem Ansatz w = x + yj und nehmen dann
Real- und Imaginérteil:

. b
w? = (x4 yj)* =2 —y* + 2zyj = j

2 —y?=0
4
2y =1
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Aus der zweiten Gleichung 2zy = 1 folgt, dass z,y # 0 und

2
1 1 1
x2—(> =0 & 2*--—==0 & az'=-
2x

und nach Ziehen der Quadratwurzel

P!
5"
(Man beachte hier, dass x? = —% nicht moglich ist, denn x ist reell und daher

22 > 0.) Wir erhalten damit fiir z die beiden Lésungen

1 1

T = —, Ty = ——=.
Y W2

Aus der Beziehung y = % von oben erhalten wir dann fiir jeden der beiden
z-Werte den entsprechenden y-Wert:

1 1 1
= — = — 2: _—
N0 52 5
1 1 1
Y2 2.’E2 2 ( f \/5

Setzen wir das jetzt in z = x + yj ein, bekommen wir schliefllich
1 n 1 1
\/5 \/5.7?

als die beiden Losungen von w? = j.

wi

5.5 Polarform komplexer Zahlen
Wir haben die komplexen Zahlen in der Form
szt yj

eingefiihrt. Dies nennt man auch die kartesische Form einer komplexen Zahl,
weil sie die kartesischen Koordinaten z und y des Punkts in der komplexen
Ebene enthilt. Wir kénnen den Punkt (x,y) aber auch in Polarkoordinaten
beschreiben, wie in Abschnitt 3.6 erklirt. Setzen wir die Formel (3.15) fiir Po-
larkoordinaten in die kartesische Form von z ein, bekommen wir

z=rcosp+j-rsing =r-(cosp+ jsiny). (5.14)
Fiir den Radius r ergibt sich dabei

r= VPP = el
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Im

Abbildung 5.5: Komplexe Zahl in Polarkoordinaten

der Radius ist also genau gleich dem Betrag der komplexen Zahl (siehe (3.16)
und (5.3)). Den Winkel ¢ nennt man auch Argument der komplexen Zahl z,
geschrieben
P = argz.

Wie schon bei Polarkoordinaten ist der Winkel ¢ nicht eindeutig — Addition
oder Subtraktion von 27 ergeben dieselbe Zahl z. Die Polarkoordinaten der
komplexen Zahl z sind in Abbildung 5.5 dargestellt.

Die Formel (5.14) fiir komplexe Zahlen in Polarkoordinaten ldsst sich noch
entscheidend vereinfachen durch die Formel von Euler:

e1? = cosp + j - sin . (5.15)

Der Term /% in dieser Formel ist hier erstmal nur als Abkiirzung fiir die rechte
Seite zu lesen; dass die Schreibweise als Potenz wirklich sinnvoll ist, sehen wir
in den Rechenregeln von Satz 5.5.2. Setzen wir die Eulerformel (5.15) in (5.14)
ein, erhalten wir

z=re?. (5.16)

Das ist die Polarform der komplexen Zahl z, wobei
r=|z|, ¢=argz.

Wir erklédren an zwei Beispielen, wie man zwischen der kartesischen und der
Polarform einer komplexen Zahl umrechnet:

Beispiel 5.5.1 (a) Gegeben ist
z=el%,

Das ist also eine Polarform mit » = 1 (also |z| = 1) und Winkel ¢ = %.
Unser Ziel ist, z in die kartesische Form z = x + yj umzurechnen. Dazu
brauchen wir nur die Eulerformel (5.15) einzusetzen und dann die Cosinus-

und Sinuswerte zu bestimmen:

z=e'3 COS(3 + 7sin 3 2+2\/§].

Die Zahl ist in Abbildung 5.6 links dargestellt.
(b) Jetzt ist eine Zahl in kartesischer Form gegeben,

z=—-1—3j.
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Wir suchen die Polarform. Zuerst berechnen den Radius aus dem Betrag

' =zl = VC12 + (<12 = V2.

Um den Winkel (das Argument) ¢ zu berechnen, verwenden wir die Formel
fiir den Polarkoordinatenwinkel (3.17):

arccos(g), y>0
p= "la

— arccos <7> , y<0
r

Beachte, dass hier x = Rez, y = Im 2z, r = |z|, also

arccos (Rez) , Imz>0
= 2 (5.17)
¥ Rez )
— arccos <||> , Imz<0
z

In unserem Beispiel ist
Imz=y=-1<0,

also sind wir im zweiten Fall von (5.17):

= — arccos (Rez) = — arccos (_1) = _?ﬂ
i E 7 e

Wir erldutern die Berechnung des Arcuscosinus im letzten Schritt: Der
Arcuscosinus ist die Umkehrfunktion des Cosinus im Winkelbereich [0, 7].

Aus der Tabelle der Cosinuswerte (in Satz 3.3.1) wissen wir cos(}) = %

Am Verlauf vom Cosinus auf dem Intervall [0, 7]

S

ENEIREE
[SIE

5

cos

sieht man dann, dass cos(%“) = \_/—% (Punktsymmetrie zu ¢ = 7!) Also

folgt arccos(=%) = 2T, d.h.

\/E
» = — arccos () -
\/>2 4

Mit den berechneten Werten r = /2 und Y= —?{f ist die gesuchte Polar-
form von z damit
37
2=+2e 7,

In Abbildung 5.6 ist das in der rechten Skizze gezeigt.
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z:e]%

Re

)
—_
I
—_
N

z=—-1—3j

Abbildung 5.6: Die komplexen Zahlen von Beispiel 5.5.1

Anhand der Grafik kann man iibrigens direkt ablesen, ob der berechnete
Winkel ¢ im richtigen Bereich liegt: Da z = —1 — j unterhalb der reellen
Achse liegt, lauft der Winkel ,,unten herum®, d.h. im Uhrzeigersinn, d.h.
der Winkel ist negativ. Ausflerdem ist der Winkel offenbar groflier als ein
rechter Winkel, also (ohne das Vorzeichen) im Bereich von 7 bis 7. Mit

dem negativen Vorzeichen ergibt das einen Winkel zwischen —7 und —,
was zu unserem FErgebnis ¢ = —%’T passt.

Der folgende Satz enthilt einige Eigenschaften und Rechenregeln fiir die

komplexe Exponentialfunktion e/¢. Die Regeln zeigen insbesondere, dass sich
e/ tatsichlich wie eine Exponentialfunktion verhilt; die Schreibweise aus der
Eulerformel (5.15) ist daher gerechtfertigt.

Satz 5.5.2 FEs gilt (mit o, € R):

(a) |€7%| =1 d.h. €% liegt auf dem Einheitskreis:

1

Y
N

el®

(b) eIPTY — piv . oIV

(c) %% = (eJ?)*  fiir alle k €Z

(d) el = e~ dY = —_

ej@

(e) % =35, ™ =-1

(f) cos = Re e/ =

(ej"o + e*jﬁ"), sinp = Im /¥ = % (6” — e’j"o)

N |

Beweis.

(a) Nach der Definition von €/¢ in der Eulerformel ist Re /¥ = cos ¢, Im e/% =

sin ¢. Der Betrag ist damit

led?| = \/cos? ¢ +sin p = 1
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nach dem trigonometrischen Pythagoras (3.5).

(b) Wir beginnen auf der rechten Seite der Formel, setzen fiir ¢/¥ und /¥
jeweils die Eulerformel ein, multiplizieren aus und benutzen schliellich die
Additionstheoreme (3.8) und (3.9):

% 7 = (cosp + jsing) - (costp + jsina))
= €08 p cos 1) — sin p siny + j(sin ¢ cos P + cos psin )
= cos(ip+ ) + jsin(p +¢) = & FHY)

Im letzten Schritt haben wir die Eulerformel fiir ¢ 4+ ¢ verwendet.

(¢) und (d) ergeben sich aus (b) und der Eulerformel. Zum Beispiel
0320 — pilete) & o | ie _ N
e 7% = cos(—) + jsin(—p) = cosp — jsinp = ei¥
und
eI¥ . eTIe © eIP=%) = 0 = cos 0+ jsin0 = 1

= eIr = e% - (ejw)*l

(e) direkt ausrechnen

(f) folgt aus den allgemeinen Formeln fiir den Real- und Imaginérteil in
Satz 5.2.2(c) und ei® = e~7¥.

O

5.6 Produkte und Potenzen in Polarform

In der kartesischen Form z = z + yj sind Addition und Subtraktion komplexer
Zahlen sehr einfach, die Multiplikationsformel (5.5) ist dagegen komplizierter. In
der Polarform dagegen ist das Multiplizieren und Potenzieren besonders einfach:
Sind

z=|z|el?, w = |w| e’

zwel Zahlen in Polarform, dann kéonnen wir ihr Produkt einfach so berechnen:
2w = |z||w| 7PV, (5.18)

Dabei haben wir die Regel e/9e7¥ = 7(#T%) aus dem letzten Satz benutzt. Glei-
chung (5.18) besagt, dass beim Multiplizieren in Polarform die Betrige multi-
pliziert und die Winkel addiert werden. Grafisch ist das in Abbildung 5.7 ver-
anschaulicht. Dort sieht man, wie an der Zahl w mit Winkel ¢ der Winkel ¢
(von z) abgetragen wird, um zum Produkt zw mit Winkel ¢ + v zu kommen.

Wichtig ist der Spezialfall |z| = 1: In dem Fall dndert sich der Betrag durch
die Multiplikation mit z nicht (Multiplikation mit 1), es wird nur der Winkel
¢ addiert. Die Multiplikation mit e/¢ entspricht also einer Drehung um den
Winkel .
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Abbildung 5.7: Die Multiplikation komplexer Zahlen in Polarform

Multiplikation mit e/ = Drehung um ¢

Fiir den Quotienten = und die Potenz 2" in Polarform gelten folgende For-
meln:
Z_ ﬁ el le=) 2" = |z|" eI, (5.19)
w o |wl

Die Formeln ergeben sich wieder aus den Rechenregeln fiir €%, beim Quotienten
z. B.

2z _ e Bl e i - L i)
w o |wle  |wl |w] '

5.7 Komplexe Wurzeln in Polarform

In Abschnitt 5.4 haben wir die Gleichung w? = a gelost, also Quadratwurzeln
berechnet. Wir haben dabei kartesisch gerechnet. Da wir aber gerade gesehen
haben, dass das Potenzieren in Polarform besonders einfach ist, ist es nicht sehr
iiberraschend, dass sich auch komplexe Wurzeln besonders gut in Polarform
berechnen lassen.

Beim Potenzieren 2™ wird der Betrag potenziert, der Winkel mit n multi-
pliziert, siehe die zweite Gleichung in (5.19). Beim Berechnen der n. komplexen
Wurzel wird daher entsprechend die n. Wurzel des Betrags gezogen (d.h. mit %
potenziert) und der Winkel durch n geteilt. Genauer gilt:

Satz 5.7.1 Sei z = re? eine komplexe Zahl in Polarform und n € N*. Dann
hat die Gleichung w™ = z die n verschiedenen Lisungen

2k

wkzr%ej%ej n mit k=0,1,...,n—1. (5.20)
Beweis. Wir machen die Probe, dass wy die Gleichung w™ = z erfiillt:

2w

nk n = T'ejsoej 2k =

(wg)" = P el el z.

Im letzten Schritt haben wir e?™/ = 1 benutzt. Beachte dazu, dass e?™*/ eine
komplexe Zahl auf dem Einheitskreis ist, die den Winkel 27k hat. Der Winkel
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27k entspricht dem Winkel 0, d.h. die Zahl liegt auf der positiven reellen Achse
und ist damit gleich 1. [l

Die Gleichung w™ = z hat also n Losungen oder anders gesagt, es gibt n
verschiedene n. Wurzeln von z. Dem entspricht, dass die quadratische Gleichung
w? = z zwei Losungen hat.

Die Formel (5.20) kénnen wir noch etwas anders schreiben: Der einzige Term,
der von der Variable k abhingt, ist e’ %% Wir kiirzen diesen Term mit (x ab.

Damit sind die n. Wurzeln von z gleich
wy=rneln,  k=01,...,n—1. (5.21)

Die Zahlen

2nk

(p=1¢"n (5.22)

nennt man n. Einheitswurzeln. Der Name kommt daher, dass (' = 1 gilt, d.h. die
(x sind n. Wurzeln der Eins. Die n verschiedenen Einheitswurzeln (o, ..., (-1
serzeugen® somit in (5.21) die n verschiedenen Wurzeln von 2.

Beispiel 5.7.2 Wir skizzieren die Einheitswurzeln fiir den Fall n = 6, d.h. die
sechsten Einheitswurzeln. Thre Werte sind

S 27k s
_ _  i5k —
(p=¢€"6 =¢el3", k=0,...,5.

Sie liegen auf dem Einheitskreis (|¢x| = 1) mit Winkel % - k wobei £ = 0,...,5,
also
— 0= SR R S RN | VR SO

Go=e =1 G=¢3 G=e¢3,G=e"T==-1, G=¢3,G=¢>
Ausgehend von (y = 1 kommt man also nacheinander zu den anderen (;, indem
man immer wieder den Winkel % dazu addiert, d.h. immer um den Winkel %
weiter dreht. Die sechsten Einheitswurzeln bilden damit genau die Ecken eines
regelmafigen Sechsecks:
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Kapitel 6

Der Gauflalgorithmus fiir
lineare Gleichungssysteme

Der Gauflalgorithmus ist ein Verfahren zur systematischen Losung von linearen
Gleichungssystemen. Da Gleichungssysteme in der Regel aus mehr als nur zwei
Gleichungen mit zwei Unbekannten bestehen, ist es wichtig hier ein systema-
tisches Verfahren zu haben, um beim Lésen nicht den Uberblick zu verlieren.
Andererseits ist der Gauflalgorithmus auch die Grundlagen fiir praktische nume-
rische Verfahren, also fiir die Berechnung der Losung mit dem Computer. Hier
konnen Gleichungssysteme auch tausende oder sogar millionen von Gleichungen
und Unbekannten haben.

Hinweis: In den alten Mathematik A&B Skripten finden sie den Stoff dieses
Kapitels im Skript Mathematik A, Kapitel 4.6.

6.1 Lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem ist ein System von m linearen Gleichungen fiir
die n Unbekannten 1, ..., z,:

1121 + 122 + -+ a1pTyp = by

a21%1 + G22%2 + - -+ A2 Ty = b
(6.1)

Am121 + Gm2T2 + - - - +0mnTyn = bm

Die Zahlen a;;,b; € R heiflen Koeffizienten des Gleichungssystems.

Das System ist homogen, wenn by = --- = b,, = 0, wenn also die rechte Seite
komplett Null ist, ansonsten inhomogen.

Fiir lineare Gleichungssysteme verwendet man eine abkiirzende Kurzschreib-
weise: die sogenannte (erweiterte) Koeffizientenmatriz:

a1 a2 ... Qin by
a1 az2 ... a2n by

(Alb) = : : : : (6.2)
Aml Am2 - Qmn b
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Man lasst dabei also alle Unbekannten x; (und die Pluszeichen) weg, und statt
den Gleicheitszeichen notiert man einen senkrechten Strich. Die Schreibweise
(AJb) deutet dabei an, dass links vom senkrechten Strich die Matrix A der
Koeflizienten a;; der linken Seite steht, und rechts der Vektor mit den Zahlen
b;.

Man beachte noch die Konvention fiir die Nummerierung der a;;, d.h. die
Reihenfolge der Indizes: Der erste Index i gibt die Zeilennummer an, der zweite
Index j die Spaltennummer.

6.2 Elementare Zeilenumformungen

Um ein Gleichungssystem zu l6sen, fithrt man Umformungen durch, die das Sys-
tem auf eine einfache Form bringen, aus der man die gesuchten Variablen x;
dann berechnen kann. Um dabei die Losungsmenge nicht zu verdndern, miissen
die Umformungen umkehrbar, d.h. Aquivalenzumformungen sein. Fiir folgende
Typen von Umformungen ist das so, man nennt sie elementare Zeilenumfor-
mungen:

(1) Addition eines Vielfachen einer Zeile ¢ zu einer anderen Zeile k
(2) Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl # 0
(3) Vertauschen zweier Zeilen

Um die Umformung wieder umzukehren, muss man offenbar bei (1) dasselbe
Vielfache von Zeile ¢ wieder von Zeile k subtrahieren, und bei (2) durch die
gleiche Zahl dividieren. (Deswegen ist die Zahl # 0 !)

Achtung!

Oft fasst man mehrere Schritte vom Typ (1) zusammen: man addiert Vielfache
von einer Zeile zu mehreren anderen Zeilen. Dabei ist wichtig, dass die Ausgan-
szeile, von der Vielfache zu anderen Zeilen addiert werden, warend des Schrittes
nicht verdndert wird. Ansonst ist die Umformung nicht mehr umkehrbar und
die Losung wird verdndert! Also:

Addiert man Vielfache einer Zeile zu anderen Zeilen, darf dabei die
Ausganszeile in diesem Schritt nicht verdndert werden.

Wir koénnen jetzt den GauBalgorithmus zur Losung linearer Gleichungssyte-
me fiir einen einfachen Fall beschreiben. Dies ist der quadratische Fall m = n,
d.h. das Gleichungssystem hat genauso viele Gleichungen wie Unbekannte.

Gauflalgorithmus, quadratischer Fall.

1. Umformung von (A|b) auf obere Dreicksform

A11 A12 e a1n by
0 ao
0 0 (6.3)

(=t
3 cee

0 ... 0 ann
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Unterhalb der Diagonalen diirfen also nur noch Nullen stehen. Das Schlan-
gensymbol bei a;; und b; deutet an, dass sich diese Zahlen gegeniiber der
Ausgangsmatrix (A[b) im Allgemeinen geéindert haben werden.

2. Losung durch Rickwdirtseinsetzen:

S

n

n. Zeile: ApnTn = b, = x,=

ann

n — 1. Zeile: dn_l,n_lxn_l + dn—l,nxn = bn—l

bp—1 — Qn—1,nTn
= Tn—1 = =
Gnp—1,n—1

u.S.w.

Erlduterung: Bei der Umformung auf obere Dreiecksform geht man so vor,
dass man im ersten Schritt alle Nullen in der ersten Spalte unterhalb von @iy
erzeugt. Dazu addiert (oder subtrahiert) man geeignete Vielfache der ersten
Zeile von der zweiten, dritten, ..., bis zur letzten Zeile.

Im n#chsten Schritt geht man zur zweiten Spalte und erzeugt dort genauso
die Nullen unter aos, d.h. Vielfache der zweiten Zeile werden zur dritten bis
letzten Zeile addiert. Man beachte, dass die erste Zeile hier nicht mehr benutzt
werden darf. Denn wiirde man jetzt noch ein Vielfaches der ersten Zeile zu einer
der unteren addieren, so wiirde das ja die Nullen in der ersten Spalte wieder
zerstoren!

Als néchstes erzeugt man die Nullen in der dritten Spalte durch Additionen
von Vielfachen der dritten Zeile, u.s.w. bis die Dreiecksform komplett ist.

Beim Riickwirtseinsetzen ist die Idee, mit der letzten Zeile zu beginnen, also

(0 ... 0 G | bn)-
Die Zeile entspricht der Gleichung!
Ox1 +0x2+ -4+ 0xp_1 + QpnTpn = l;n E ppTn = I;n

Da die Gleichung nur noch die eine Unbekannte x,, enthélt, kann man jetzt da-
nach auflésen. Nun geht man zur vorletzten Zeile. Die entsprechende Gleichung
ist _
ZLnfl,nflxnfl + dnfl,n'rn = bnfl

und enthélt die zwei Unbekannten x,_1 und x,. Aber x, haben wir ja schon
ausgerechnet, konnen also das Ergebnis hier einsetzen und damit dann x,,_; aus-
rechen. So werden nacheinander (riickwiérts) alle Variablen x,,, 1, ..., 22,21
berechnet.

Beispiel 6.2.1 Wir wollen die Losung des Gleichungssystems
r1 — T9 — 2$3 =2
—T1 — T2 = 4

3!1}1 —21‘2 —41}3 =7

1 Hier geht man also von der Koeffizientenmatrix wieder zuriick zu den Gleichungen, indem
man die Variablen x; wieder einfiigt.
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mit dem Gauflalgorithmus berechnen. Zur Erkldrung schreiben wir hier auf der
linken Seite das volle Gleichungssystem, auf der rechten Seite die zugehorige
Koeffizientenmatrix. Spéiter werden wir nur noch die Schreibweise mit der Ko-
effizientenmatrix benutzen.

r1 —I2 —2(E3 =2 1 -1 -2 2
—T1 —T2 =4 +I -1 -1 0 4] +1
3$1 —21‘2 —41‘3 =7 31 3 -2 —4 7) =31
1 —I2 —2%3 =2 1 -1 -2 2
& —2xy —223 = 6 - (—3) 0 -2 =2 | 6| (-3
xo +2x3 = 1 0 1 2 1
1 —X2 —2%3 = 2 1 -1 -2 2
= To +x3 = —3 0 1 1 )
To +2x3 = 1 —II 0 1 2 1/ —1II
1 —X2 —2(E3 = 1 -1 —2
= To +x3 = —3 0 1 1 )
Tr3 = 4 0 1 4

Wir haben somit das die obere Dreiecksform erreicht. Jetzt konnen wir die
Losung durch Riickwartseinsetzen berechnen:

3. Zeile: T3 =4
2. Zeile: To+ax3=—3 = x90=—-3—x3=—-3—-4=-7
1. Zeile: T1—To—2x3=2 = 11 =24+22+203=2—-T7T+8=3

Die Losung des Gleichungssystems ist somit
r1 =3, x2=-T7, x3=4.

Das konnen wir alternativ auch als Losungsvektor aufschreiben:

T 3
To = -7

6.3 Der allgemeine Gauflalgorithmus

Der im letzten Abschnitt présentierte Algorithmus muss nicht immer funktio-
nieren. Es kann nédmlich passieren, dass auf der Diagonalen an einer Stelle eine
Null entsteht. Fiir solche Félle muss der Algorithmus abgewandelt werden.

Auch sind nicht alle linearen Gleichungssysteme quadratisch. Es kommt auch
in Anwendungen durchaus vor, dass ein Gleichungssystem mehr Gleichungen
als Variablen hat, oder mehr Variablen als Gleichungen. Auch dafiir muss der
Algorithmus verallgemeinert werden.

Das fiihrt zum folgenden allgemeinen Gauflalgorithmus zur Losung eines
m X n Gleichungssystems (A|b):
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Gauflalgorithmus allgemein.

I. Zeilenumformungen von (Alb) auf Zeilen-Stufenform:

A1 % ... % ... kL. * l~)1
0...&2]'2*... T * 92
0 ce 0 0... &3.73 .......... * bg
Alb) = - 6.4
(Afp) Qrj, * ... % | by (6:4)
0 0| bry1
0 ... 0 .......... 0 ...0]| by
Hierbei sind alle Zahlen @11, @2j,, - - - , @rj,. 7 0, und an den Stellen * stehen

beliebige Zahlen.

In der Zeilen-Stufenform sind also die oberen r Zeilen ungleich Null, die
unteren m — r Zeilen sind (links im Matrixteil) komplett Null. » = m ist
auch moglich, dann gibt es links keine Nullzeilen. Die Zahl r heifit Rang
des Gleichungssystems.

In jeder der Zeilen 1,...,r steht die erste Zahl ungleich Null a;;, mindes-
tens eine Stelle weiter rechts als in der vorherigen Zeile, d.h.

1 <ja<js<--+<jpr
Es kann z.B. jo = 2 sein (a11, dj, auf der Diagonale) oder ja > 3 (lingere
LStufe” von aq1 zu gy, ).
Die Umformung auf Zeilen-Stufenform geschieht in folgenden Schritten

(sogenannte Vorwértselimination?):

(1) (a) Falls ajy = 0: Tausche Zeilen, sodass a1 # 0.

(b) Addiere Vielfaches von Zeile 1 zu den Zeilen 2,...,m, sodass
unter @11 Nullen entstehen, das heifit as; = --- = @,,1 = 0.

(2) (a) Gehe zu nichster Spalte js, in der eine der Zahlen ab Zeile 2
(also @2jy,, . - ., Gmj,) ungleich Null ist. (Immer j, > 2)
(b) Tausche Zeilen, sodass diese Zahl in Zeile 2 steht (d.h. ag;, # 0).
(¢) Addiere Vielfaches von Zeile 2 zu den Zeilen 3,...,m, sodass
unter aoj, nur noch Nullen stehen.

(3) Wiederhole Schritt (2) fiir Zeile 3, Spalte js, u.s.w. bis zur letzten
Zeile oder bis nur noch Nullzeilen iibrig sind.

I1. Falls r < m: Uberpriifung der Losbarkeit.

Die Zeilen r + 1 bis m der Zeilen-Stufenform ergeben

Ox1+"'+0xn:Br+1

O0zy + -+ Oz, = Em

2Dies ist der eigentliche GauBalgorithmus.
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Das Gleichungssystem ist somit genau dann lésbar, wenn Br—l—l =...=

by, = 0 (sonst Widerspruch).

Im Fall r = m ist das Gleichungssystem immer losbar.

III. Losung durch Riickwértseinsetzen:

Berechne riickwirts aus den Zeilen r bis 1 jeweils eine neue Variable x;.
Die restlichen, nicht berechneten n —r Variablen sind freie Parameter der
Losung.

Fiir die Theorie der Losung linearer Gleichungssysteme ergibt sich aus dem
Gauflalgorithmus:

Satz 6.3.1 Jedes lineare Gleichungssystem (A|b) ldsst sich durch Zeilenumfor-
mung auf Zeilen-Stufenform (A|b) bringen.

Sei r der Rang aus der Zeilen-Stufenform, m,n die Anzahl der Zeilen und
Spalten. Das Gleichungssystem ist l6sbar genau dann wenn

byy1 = =by =0.
In diesem Fall hat das Gleichungssystem bei

e r =n eine eindeutige Lisung;

e r < n eine Losung mit n — r freien Parametern.

Bemerkung: Falls sich aus dem Gauflalgorithmus eine Losung mit freien Para-
metern ergibt (wenn also r < n), ist die Frage: Welche der Variablen x; werden
ausgerechnet, und welche wéhlt man als freie Parameter?

Folgendes Verfahren funktioniert immer: Man sucht fiir jede der nicht-Null-
Zeilen in (6.4) die Spalte mit der ersten Zahl # 0, wo also die néchste Stufe
beginnt. Die Variablen in diesen Spalten werden berechnet, die anderen wéhlt
man als freie Parameter. In der Notation von (6.4) heifit das, man berechnet die
Variablen zu G11, Gaj,, - - -, Grj, 7 0:

L1y Tjyy Ljgyeney Ly

Allgemeiner kann man in der 4. Zeile eine Variable z; dann zur Berechnung
wéhlen, wenn a;; # 0 ist. Dies muss natiirlich so geschehen, dass am Ende
wieder r Variablen zur Berechnung gewahlt sind.

Beispiel 6.3.2 (a) Gesucht ist die Lésung des Gleichungssystems
21+ 3x9 —x3 = —1
—2x1 — 329 + 223 =6
6x1 +9x90 —ax3 =7

Wir stellen die entsprechende Koeffizientenmatrix auf und formen auf
Zeilen-Stufenform um:

2 3 -1 -1 2 3 -1 -1
-2 -3 2 61+ < 0 0 1 5
6 9 -1 7 ) =31 0 0 2 10 / =211
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Hier entstehen schon beim Erzeugen der Nullen der ersten Spalte auch
Nullen in der zweiten Spalte. In der zweiten Zeile finden wir also die erste
Zahl ungleich Null erst in der dritten Spalte (= j2 = 3 im Schritt (2)
des GauBalgorithmus). Deswegen machen wir dann mit der dritten Spalte
weiter und erzeugen unter der 1 eine Null. Dies ist dann die fertige Zeilen-
Stufenform, mit einer ,langen® Stufe von der ersten zur zweiten Zeile und
einer Nullzeile (dritte Zeile).

Die Zeilen-Stufenform hat zwei Zeilen # 0, also ist der Rang
r=2.

Wegen der Nullzeile unten miissen wir auf Losbarkeit priifen: Rechts vom
senkrechten Strich in der letzten Zeile steht eine Null, d.h. b5 = 0, somit
ist das Gleichungssystem losbar. Anders gesagt ist die letzte Zeile

0x1 +022 + 023 =0 < O:O,

also kein Widerspruch.

Aus r = 2 folgt, dass wir n —r = 3 — 2 = 1 freien Parameter haben.
Wir rechnen die Variablen 1, x3 zur ersten und dritten Spalte aus, denn
in der ersten Zeile steht die erste Zahl # 0 in der ersten Spalte, und
in der zweiten Zeile in der dritten Spalte. (Die Stufen ,beginnen* in der
ersten und dritten Spalte, siche auch letzte Bemerkung.) Weil wir z1,z3
berechnen, ist x5 ein freier Parameter:

.ngt.

(t € R ist der Parameter.) Jetzt berechnen wir x; und x5 durch Riick-
wértseinsetzen:

Zeile 2: r3=2>5
Zeile 1: 2x1 + 3x0 —x3 = —1
= 201 = -3ry+w3—1=-3t+5—-1=-3t+4

3

Die Losung als Vektor ist somit

T —3t+2
Xro = t
I3 5

Wir wollen das folgende Gleichungssystem losen, dass hier gleich als er-
weiterte Koeffizientenmatrix gegeben ist:

0o -2 7 1 —6
2 3 =3 2 8
1 1 0 1 2

Hier haben wir den Fall, dass die Zahl links oben a1; = 0 ist. Wir miissen
daher als erstes Zeilen tauschen, um oben links eine Zahl # 0 zu bekom-
men. Wir wihlen dafiir die dritte Zeile, weil diese mit einer 1 beginnt. Dies
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erspart uns Briiche in den folgende Schritten.

0o -2 7 -1 —6 1 1 0 1 2
2 3 -3 2 8 :|<:) 2 3 -3 2 8 | —2I
1 1 0 1 2 0o -2 7 -1 —6
1 1 0 1 2 1 1 0 1 2
< |01 =3 4 < (001 -3 0 4
0o -2 7 -1 —6/ +2I1 00 1 -1 2

Dies ist wieder die Zeilen-Stufenform. Wir haben

Rang r = 3, (r =3 =m = Gleichungssystem losbar)

n—r =4—3 =1 freier Parameter

Die Stufen beginnen hier in den Spalten 1, 2 und 3, wir berechnen daher
1, T, x3 und damit ist

T4 =1 freier Parameter.
Riickwirtseinsetzen:
Zeile 3: T3—x4 =2 = x3=24+x4=2+1
Zeile 2: Xo—3r3=4 = x9=4+323=4+3(2+1t) =10+ 3¢
Zeile 1: T1+To+ x4 =2

= 1‘1:2—$2—CC4:2—(10+3t)—t:—8—4t

X1 —8 —4t
=  Losung: 52 = 1(2) _—:: ft
3
T4 t

6.4 Komplexe lineare Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme kénnen auch komplex sein, d.h. komplexe Koeffizi-
enten haben: a;; € C, b; € C. Den GauBalgorithmus kann man auch in die-
sem Fall genauso benutzten. Er liefert dann entsprechend komplexe Losungen
T1,..., T, € C.



Kapitel 7

Vektorrechnung im
Anschauungsraum

Vektoren sind mathematische Groflen die, anders als Zahlen, eine Richtung und
eine Linge haben. Anschaulich kann man sich Vektoren damit als geometri-
sche Objekte im uns umgebenden dreidimensionalen Raum oder in der Ebene
vorstellen. Andererseits werden Vektoren durch Komponenten in Bezug auf Ko-
ordinatensysteme dargestellt. Wir werden sehen, wie sich daraus geometrische
Eigenschaften wie Lénge oder der Winkel zwischen zwei Vektoren berechnen
lassen.

Hinweis: In den alten Mathematik A&B Skripten finden sie den Stoff dieses
Kapitels im Skript Mathematik A, Kapitel 4.

7.1 Vektoren im R" und Koordinatensysteme

Wir betrachten Vektoren zunéchst als abstraktes Objekt, als Vektor aus n Kom-
ponenten:

Definition 7.1.1 Man nennt

aq
7=
QAp
einen Vektor mit den Komponenten a1, ...,a, € R. Die Menge aller Vektoren
mit n Komponenten schreibt man als
a
]R"z{&': al,...,anER}.
29
Zum Beispiel sind
1 -1
a=|2]eR® , b= g e R*
-3 .

81
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z
y
‘ (awaayaaz)
| a
a
Cly ! - ]
(0,0,0) sy v

Abbildung 7.1: Darstellung von Vektoren im R?

zwei Vektoren, der erste in R? (weil er drei Komponenten hat), der zweite in
R* (vier Komponenten).

Die Bedeutung der Komponenten und die anschauliche Vorstellung als Vek-
tor mit Richtung und Lange wird durch ein Koordinatensystem hergestellt.
Wir betrachten zuerst Koordinatensysteme und Vektoren im dreidimensiona-
len Raum.

Ein Koordinatensystem im Raum wird festgelegt durch:

e drei Achsen z,v, z, die zueinander senkrecht stehen;

e die relative Orientierung der Achsen zueinander, festgelegt durch die Rechte-
Hand-Regel: Dabei zeigt die . ..

o z-Achse in Richtung Daumen,
o y-Achse in Richtung Zeigefinger,
o z-Achse in Richtung Mittelfinger

der rechten Hand.

So geht etwa in Abbildung 7.1 die z-Achse nach rechts, die y-Achse nach ,, hin-
ten“ (d.h. in die Ebene der Zeichnung hinein), und die z-Achse nach oben. Das
passt mit der Rechte-Hand-Regel zusammen: zeigt der ausgestreckte Daumen
der rechten Hand nach rechts und der Zeigefinger nach hinten, so zeigt der
ausgestreckte Mittelfinger nach oben (und nicht nach unten).!

Man stellt nun einen Vektor @ € R3, also einen Vektor mit drei Komponenten

Ay
i=|a, | eR?
Az

wie folgt im Koordinatensystem dar: Der Vektor wird als Pfeil vom Ursprung
O = (0,0,0) zum Punkt (ay,ay,a,) abgetragen, siche Abbildung 7.1.

Die Punkte (0,0,0) und (ay,ay,a.) bilden dabei gegeniiberliegende Eck-
punkte eines Quaders mit der Breite a, in z-Rchtung, der Tiefe a, in y-Richtung

IDie Orientierung der Achsen ist aber nur relativ zueinander festgelegt: Z.B. kénnte auch
die xz-Achse nach rechts, die y-Achse nach oben, und dann die z-Achse nach vorne zeigen.
Auch das passt mit der Rechte-Hand-Regel zusammen.
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Q = (22,92, 22)

QU

i
I
I
I a,
I
I
I

Yy / Ay

P = (Il,y1721)

X

Abbildung 7.2: Vektor @ im Anfangspunkt P = (x1,y1, 21)

und der Hohe a, in z-Richtung. Der Vektor @ lauft diagonal durch den Quader.
Die Komponenten ag, ay,a, bestimmen Gréfle und Position des Quaders und
damit die Lange und die Richtung des Vektors.

Man beachte hier, dass die Komponenten a,, ay,a, auch negativ oder Null
sein koénnen: Ist z.B. a, < 0, so liegt der Quader auf der Seite der negativen
x-Achse, also links vom Ursprung O. Ist a, = 0 so wird aus dem Quader ein
Rechteck in der yz-Ebene und der Vektor a liegt entsprechend auch in der yz-
Ebene.

Wir haben eben den Vektor @ ausgehend vom Urpsung O = (0,0,0) ge-
zeichnet. Der Vektor kann aber zu jedem beliebigen anderen Anfangspunkt
P = (x1,y1, 21) verschoben werden, siehe Abbildung 7.2. Da es derselbe Vektor
@ mit denselben Komponenten ag, ay, a. ist, ist auch der Quader dergleiche, nur
verschoben. Entsprechend sind natiirlich Lénge und Richtung des Vektors un-
verandert. Durch Verschiebung haben wir aber einen neuen Endpunkt ). Der
Vektor @ ,,zeigt“ also nun von P nach @, wofiir man auch

= PO (7.1)

schreibt. Hat @ die Koordinaten @ = (z2, y2, 22), so erhalten wir fiir die Kom-
ponenten des Vektors:

Ay — T — X1
Gy = Y2 — Y1
Gy =22 — 21

Denn z.B. ist die z-Koordinate der linken Seite des Quaders z1, die der rechten
Seite xo, und damit ist die Breite des Quaders a, = x5 — x1. Diese Gleichungen
konnen wir als Formel zur Berechnung des Vektors ]@ aus Anfangspunkt P
und Endpunkt @ schreiben:

Qg T2 — I1
i—=PQ = ay | = v2—m (7.2)
Q, zZ9 — 21

Diese Formel kann man sich kurz als ,, Endpunkt minus Anfagnspunkt* merken:
Koordinaten von @ = (z2, Y2, 22) minus Koordinaten von P = (z1,y1, 21).
Wir haben gesehen, dass ein Vektor @ vollsténdig bestimmt ist durch
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1. seine Komponenten a, ay, a., oder
2. seine Lénge und Richtung.

(%1‘5 z.B. ]@ durch Parallelverschiebung in den Vektor ﬁ iiber, dann gilt
PQ = RS:

Die Vektoren 1@ und R? haben gleiche Lénge und Richtung, sind also gleich.

Beispiel 7.1.2 Gegeben sind die beiden Punkte P = (1,4,3), Q = (2,2,7),
gesuchte ist der Vektor von P nach @, d.h. @ = f% Aus der Formel (7.2)
(Endpunkt minus Anfangspunkt) erhalten wir

2-1 1
i=[2-4|=[-2
7-3 4

Fiir Vektoren in der Ebene gelten die gleichen Prinzipien wie fiir Vektoren
im Raum, jeweils mit nur zwei Komponenten bzw. Dimensionen. So wird ein

Vektor
= (a”> € R?
Ay

im zweidimensionalen Koordinatensystem dargestellt durch

7.2 Addition von Vektoren

Fiir Vektoren gibt es verschiedene Rechenoperationen. Zum Teil sind das von
den reellen Zahlen bekannte Operationen mit gleichen oder &hnlichen Rechen-
regeln, zum Teil sind es aber vollig neu Operation, die es bei Zahlen nicht gibt.
An der Stelle muss man dann aufpassen, da man nicht mehr so rechnen kann,
wie mit reellen Zahlen!

Die einfachste Operation fiir Vektoren ist die Addition. Fiir zwei Vektoren
a, be R", also Vektoren mit n Komponenten

a1 b1
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definiert man die Summe durch

a1+b1

ST

_|_
>
|

_ (7.3)
a, + b,

Vektoren werden also komponentenweise addiert.

Die Addition von Vektoren verhilt sich genauso wie die Addition von reellen
Zahlen. Zunichst gibt es einen Vektor, der bei Addition zu einem anderen Vektor
diesen nicht &dndert. Das ist der Nullvektor

0
0=1:|ern, (7.4)
0
fiir den gilt
a1 +0
a+0= : =a. (7.5)
an +0

Mathematisch sagt man, dass 0 das neutrale Element beziiglich der Addition
von Vektoren ist, d.h. eben der Vektor, der der Null im Bereich der Zahlen
entspricht.

Weiter gibt es zu jedem Vektor @ € R™ den negativen Vektor —a € R™, der
bei Addition zu @ den Nullvektor 0 ergibt.? Zu

ai —ai
a= ist —ad= (7.6)
2% —Qp
der negative Vektor, denn es gilt
a; + (—a1)
a+(—a) = : =0. (7.7)
an, + (_an)

Mathematisch nennt man —a das inverse Element beziiglich der Addition — es
macht die Addition von @ wieder riickgingig.

Hat man eine Addition und das inverse Element dazu, so kann man daraus
dann die Subtraktion als Addition mit dem inversen Element definieren. Fiir
Vektoren heifit das einfach

a1—b1
i—b=a+(-b) = : . (7.8)

an_bn

Das ist genau die Formel, die man nach (7.3) auch erwartet hétte: Vektoren
werden komponentenweise subtrahiert.

2Man beachte, dass die Schreibweise —@ hier nicht die Multiplikation von @ mit der Zahl
—1 bedeutet. Multiplikation eines Vektors mit einer Zahl ist noch gar nicht definiert, und die
Existenz und Bedeutung des negativen Vektors ist auch unabhéngig davon.
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a

o

Abbildung 7.3: Addition von Vektoren geometrisch

Wir erkléren jetzt die geometrische Bedeutung von Addition, negativem Vek-
tor und Subtraktion. Es seien zwei Vektoren im Raum gegeben:

Ay bs
a=lay |, b= by
a b.

Wir wollen den Summenvektor @+ b geometrisch veranschaulichen. Dazu legen
wir @ in den Anfangspunkt O = (0,0, 0), den Ursprung. d zeigt dann von O zum

Endpunkt P, d.h. @ = 0—1‘>7 und der Endpunkt hat damit die Koordinaten P =
(ag,ay,a.). (Das ist genau die Darstellung aus Abbildung 7.1 fiir @.) Den Vektor

b legen wir jetzt so, dass sein Anfangspunkt P ist, also genau der Endpunkt von
d. Der entsprechende Endpunkt von b sei Q = (z,y, 2), d.h. b = PQ. Dies ist

in Abbildung 7.3 dargestellt. Wir erhalten dann fiir die Komponenten von b die
Beziehung

. bs T — Gy
b= by :Pﬁ: Y—ay
b, Z—a,

(Die letzte Gleichheit ist ,,Endpunkt @ minus Anfangspunkt P“.) Wir kénnen
nun jede Komponente nach den Variablen x, y bzw. z auflésen und erhalten
damit

T ay + by .
z a, + b,

denn @ = (z,y, z). Damit haben wir den Summenvektor @+ bin Abbildung 7.3
identifiziert: es ist @ + b = @ Grafisch bedeutet das Ergebnis:

Das heifit, die Addition d + b entspricht grafisch dem Hintereinanderhdngen von
@ und b.

Jetzt betrachten wir den negativen Vektor. Legen wir @ wie eben in den
Ursprung O, so gilt

a= | ay 20? = —d=|—-ay| =10—ay :%.
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(am Schluss Endpunkt O minus Anfangspunkt P!) Der Vektor —a zeigt also
von P wieder zuriick zu O,

P = (az,ay,a;)

0 = (0,0,0)

das heifit, —a hat dieselbe Lénge wie d, aber die umgekehrte Richtung.
Die geometrische Bedeutung der Subtraktion schliefllich folgt aus der Bedeu-
tung der Addition. Wenn wir die Gleichung

b+ (@—b)=a

grafisch interpretieren, bedeutet sie, dass der Vektor @ — b hinter den Vektor b
angehingt den Vektor @ ergibt:

b

Das heif3t: legt man @ und b in denselben Anfangspunkt, dann zeigt der Dif-
ferenzvektor @ — b vom Endpunkt von b zum Endpunkt von a. Dies entspricht
wieder dem Prinzip ,,Endpunkt minus Anfangspunkt®, denn & zeigt auf den
Endpunkt von @ — 5, und b auf den Anfangspunkt:

Q

L

PO—id—1b

O s P

7.3 Multiplikation mit Skalar

Die néchste Operation fiir Vektoren ist die Multiplikation mit einer Zahl. Fiir
einen Vektor @ € R™ und eine Zahl r € R ist das Produkt rd definiert durch
ax ray
ra=r| =11 |. (7.9)
an ra,

Die Zahl r nennt man hier auch Skalar. Man kann also einen Vektor mit einem
Skalar multiplizieren, wobei jede einzelne Komponente des Vektors mit dem
Skalar multipliziert wird.

Aus der Definition (7.9) ergeben sich sofort folgende einfache Formeln:
07

= —a.

0
1

r

1) (7.10)

I
Q Sl

[STRERST]
QY Oy
I
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rd
a

ST

r>1 0<r<l1
Abbildung 7.4: Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar

Man beachte hier den Unterschied zwischen dem Skalar (Zahl) 0 und dem Vektor
0. Die letzte Gleichung besagt, dass man (natiirlich) den negativen Vektor —a
(also das Inverse der Addition, siehe letzter Abschnitt) durch Multiplikation von
d mit —1 erhlt.

Beachte: Bei der Multiplikation von Skalar mit Vektor steht der Skalar immer
links vom Vektor. Dies ist eine mathematische Konvention, die den Unterschied
zwischen den beiden Objekten Skalar und Vektor beim Produkt nochmal deut-
lich macht.

Die geometrische Bedeutung der Multiplikation mit einem Skalar ist in Ab-
bildung 7.4 dargestellt.

e Fall r > 1: Die Multiplikation bewirkt eine Streckung (Verlingerung) des
Vektors. Die Richtung bleibt gleich.

e Fall 0 < r < 1: Der Vektor wird gestaucht (verkiirzt). Die Richtung bleibt
gleich.

e Fall » < 0: Die Multiplikation mit einer negativen Zahl bewirkt eine Um-
kehrung der Richtung. Zugleich erfolgt eine Streckung (bei |r| > 1) oder
Stauchung (bei |r| < 1).

Dass die Multiplikation mit » < 0 eine Richtungsumkehr bewirkt, sieht man
an der Formel (—1)d = —a von oben. Streckung und Stauchung im Fall r > 0
begriinden wir an zwei einfachen Fillen: Offenbar gilt

Geometrisch bedeutet das, dass 2ad durch Hintereinanderhdngen von zwei Kopien
von @ entsteht:
2d
a
a
Damit ist 2d also auf die doppelte Liange von a gestreckt. Als Beispiel fiir die
Stauchung betrachten wir

a.

DN | =

a+

N =

a::

Diese Gleichung bedeutet geometrisch
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Az

QU

Abbildung 7.5: Zur Formel fiir die Linge (den Betrag) eines Vektors

a
1=
1 2%
Ea
%d’ ist also halb so lang wie d.
Natiirlich kann man die gleiche Argumentation in den Féllen 3d, 4d, ... sowie
%EL’, ic’i, ... verwenden. Im Abschnitt 7.4 iiber den Betrag eines Vektors werden

wir dann sehen, dass allgemein fiir jedes r € R der Vektor ra die r-fache Léinge
von @ hat, bzw. die |r|-fache Lénge bei r < 0.

Wir notieren jtzt noch einige (weitere) Rechenregeln, die bei der Addition von
Vektoren und der Multiplikation mit Skalaren gelten. Hierbei sind da, 5, ceR”
Vektoren und r, s € R Skalare:

(@+b)+é=a+ (b+&)  Assoziativitit der Addition (7.11)
i+b=b+a Kommutativitit (7.12)
r(sd) = (rs)a Assoziativitit der Multiplikation (7.13)
(r+s)d=rd+sa Distributivgesetze (7.14)
r(@+b)=rd+rb (7.15)

7.4 Der Betrag eines Vektors

Definition 7.4.1 Man nennt die Linge eines Vektors @ € R? seinen Betrag,
geschrieben als |d.

Um eine Formel fiir den Betrag (also die Linge) herzuleiten, betrachten wir
zuerst einen Vektor im Raum

Mit seinen Komponenten a,, ay, a, kénnen wir zwei rechtwinklige Dreiecke be-
trachten, siehe Abbildung 7.5. Das erste Dreieck wird gebildet von den Seiten a,
und a, als Katheten und der Diagonale d als Hypothenuse, das zweite Dreieck
von d, a, als Katheten und @ als Hypothenuse. Wir kénnen nun den Satz von
Pythagoras zweimal anwenden, wobei die Linge der Hypothenuse @ genau der
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gesuchte Betrag |d| ist:
dzzai—kaf}, |a]* = d* +a?.

Setzen wir den Wert fiir d* von der ersten Gleichung in die zweite ein, erhalten
wir

2 _ 2 2, 2

‘a| *az+ay+aza

und damit ist die Liinge (der Betrag) des Vektors @ € R? gleich

@l = /a2 + a2 +a2. (7.16)

Bei einem zweidimensionalen Vektor in der Ebene

i= (%) eR?
Qy

haben wir einfach das rechtwinklige Dreieck
A v
Qg

Nach Pythagoras ist dann
= a2 + o]

@ = /a2 +a2. (7.17)

Analog zum zwei- und dreidimensionalen Fall definiert man dann allgemein fiir

und somit
a1

den Betrag als

@) = /a2 + ... +a2. (7.18)

Manchaml benutzt man auch eine andere Schreibweise fiir den Betrag;:
]

Man spricht dann von der ,Norm* oder genauer der ,,euklidischen Norm* von

—

a.

Beispiel 7.4.2 Der Vektor

hat die Lange
|d| = /22 + (—3)2+ 12 = V14.

(Achtung bei negativen Komponenten: Minusklammer!)
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Fiir den Betrag von Vektoren gelten folgende Regeln:

Satz 7.4.3 Secien d, be R”™, r € R. Es gilt:
(a) |d =0 & @a=0
(b) |rd] = |r||a]
(c) |+ b| < |a| +|p] (Dreicksungleichung)
Bemerkung: (b) sagt aus, dass der Vektor rd genau |r|-mal so lang ist wie a.

(c) ist die schon von den komplexen Zahlen bekannte Dreiecksungleichung:
Aus dem Abschnitt 7.2 kennen wir das Dreieck fiir die Addition von Vektoren

N
a

Die Dreicksungleichung sagt damit aus, dass die Linge (also der Betrag) von a+b
kleiner oder gleich der Summe der Lingen der anderen beiden Dreiecksseiten @
und b ist.

Beweis Satz 7.4.3. (a) folgt sofort aus (7.18), denn
@ gda? =0

kann nur dann gelten, wenn a; = -+ = a,, = 0 gilt. Auch (b) kann man direkt
aus (7.18) nachrechnen:

rax
|r&'|:’ ’Z\/ﬂa?—l—...—i—r%%:\/ﬁ ati + ...+ a2 =|rlla.

Qg

Die Dreiecksungleichung (c) ist geometrisch klar. [l

7.5 Einheitsvektoren

Definition 7.5.1 Ein Vektor @ € R™ mit der Lange |@| = 1 heifit Finheitsvek-
tor.

Zu jedem Vektor @ # 0 gibt es einen Einheitsvektor, der in Richtung von @
zeigt, namlich

a. (7.19)

Tatséchlich ist €, ein Einheitsvektor, denn

1
—a
|dl

‘é'a| =
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—

€ 7
Lénge 1
Abbildung 7.6: Der Einheitsvektor €, zu einem Vektor a

Und da man €, durch Multiplikation von @ mit dem positiven Skalar % erhélt,

a

zeigt er auch in dieselbe Richtung wie d.
Es gibt noch die sogenannten Standard-Einheitsvektoren. Im dreidimensio-
nalen Raum sind das die Vektoren

1 0 0
G =10],&=(1],&=[0]cR. (7.20)
0 0 1

Die Vektoren zeigen also genau in die Richtungen der drei Koordinatenachsen
xz, y und z. Man sagt deswegen auch kartesische Finheitsvektoren.
Im R” sind die Standard-Einheitsvektoren entsprechend

1 0
0 1 0
él = 0 ) €2 = 0 P én = : S Rn (721)
. : 0
0 0 !

Beispiel 7.5.2 Gegeben sei der Vektor

4
i=|-8
4

Gesucht ist der Betrag |d@| und der Einheitsvektor €, zu a.

Offenbar sind alle Komponenten des Vektors Vielfache von 4. Das kénnen wir
bei der Berechnung des Betrags benutzen, um das Rechnen mit grofien Zahlen
zu vermeiden. Dazu ziehen wir den gemeinsamen Faktor 4 im ersten Schritt als
Skalar aus dem Vektor heraus und benutzen die Regel (b) von Satz 7.4.3:

_4 _1 _1
W‘ 8 \—’4 -2 \—4~] -2 ‘—4-\/(—1)2+(—2)2+12_4\/6.
4 1 1
Der Einheitsvektor zu @ ist damit
I -1 T
€= 50=—=-4|-2]=—4|-2

7.6 Das Skalarprodukt

Das Skalarprodukt ist ein Produkt von zwei Vektoren, bei dem das Ergebnis
eine Zahl, also eine Skalar ist. (Daher der Namel)
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Definition 7.6.1 Fiir Vektoren 6,5 € R ist das Skalarprodukt definiert durch

ai by

QL
>
Il

= (lel + ...+ anbn. (722)

Oy, by

Beachte: Anders als bei der Summe von zwei Vektoren, wo komponentenweise
addiert wird und das Ergebnis wieder ein Vektor ist, werden beim Skalarprodukt
zwar die entsprechenden Komponenten miteinander multipliziert, dann aber
alles addiert, so dass das Ergebnis am Ende eine Zahl ist, und kein Vektor!

Das Skalarprodukt hat folgende Eigenschaften:

Satz 7.6.2 Fir d, 5, ceR™ und r € R gilt:

(@+0b)-é=a-é+b-¢
i-(b+d=da-b+a-é
(rd@)-b=r(@-b)=a- (rb)
i-b=b-a

i-a=a?> dh @ =vVa-a (7.23)

Beweis. Die Rechenregeln kann man direkt mit der Definition (7.22) nach-
priifen. Wir machen dass als Beispiel fiir die letzte Formel mit dem Betrag;:

aq ay
a-a=|:|-|:|=al+...4+a2=1a>

Qp Qp
]

Mit dem Skalarprodukt ist es moglich, den Winkel zwischen zwei Vektoren
zu bestimmen. Am einfachsten ist die Situation bei einem rechten Winkel:

Definition 7.6.3 (Orthogonalitét) Der Vektor @ ist orthogonal zum Vektor

b, wenn d senkrecht zu b steht:
EM

Ob zwei Vektoren orthogonal zueinander sind, kann man einfach mit dem
Skalarprodukt nachpriifen:

Schreibweise: @ L b

Satz 7.6.4 Es gilt

ST
|_
Syl
ST
S
[
=
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Beweis. Nach dem Satz von Pythagoras fiir das Dreieck

gilt
alb o |b—aP?®=|a?+p> (7.24)
Dies ist tatséchlich eine Aquivalenz (also ,genau dann wenn“): Denn wenn der

Winkel zwischen den Vektoren @ und b kleiner als 7 ist, ist die Seite b — @

kiirzer, und bei einem Winkel gréler als 7 linger als fiir einen rechten Winkel.
Die Gleichung rechts in (7.24) gilt also wirklich nur genau dann, wenn @ L b.
Wir rechnen nun \5— @|? aus und benutzen dafiir die Regeln von Satz 7.6.2:

b-a?=0b-a-(b-a)=b-b-ab-b-a+ad-a
foaf= - (G- = 7o
=|@?+[b]>—2a-b
Somit folgt
b—aP=aP+ b < a-b=0,
und zusammen mit (7.24) heift das @ L b= a@-b=0 O

Beispiel 7.6.5 (a) Wir iiberpriifen

P 4
i=-3|, 5= 2
1 )

auf Orthogonalitit. Es gilt
@-b=2-4-3-241-(-2)=8-6-2=0.

Also ist @ orthogonal zu b: @ Lb.

c‘i:<x>eIR2
Yy

ein beliebiger Vektor in der Ebene. Dann ist

b= (_yx> (7.26)

(b) Sei

orthogonal zu d, denn
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; ; A
b b
S - > . a
a a a b
Y T ™
v<3 Y3 75 immer (d,b) <

-,

Abbildung 7.7: Der Winkel ¢ = (d,b) zwischen zwei Vektoren

7.7 Winkel zwischen zwei Vektoren

Wir wollen jetzt allgemein den Winkel zwischen zwei Vektoren berechnen. Wir
verwenden die Schreibweise

-

o(d,b) = Winkel zwischen @ und b (7.27)

Es wird dabei immer der Winkel im Intervall [0, 7] gewihlt, d.h. es gilt stets

-

(a,b) € [0,7].

Das ist fiir verschiedene Fille in Abbildung 7.7 veranschaulicht.
Der Winkel ¢(d, b) kann man iiber das Skalarprodukt berechnen:

Satz 7.7.1 Es gilt

@-b=|a|b| cos(a,b) (7.28)
und .
. d-b L=
cos (@, b) = al fir a,b#0. (7.29)
a

Beweis. Wir betrachten das Dreieck

Nach dem Cosinussatz gilt dann
b —a@l?> = |a@]® + [b]* — 2|a@]|b] cos ¢.
Andererseits haben wir in (7.25) allgemein nachgerechnet, dass

b = ICLI2+IbI2 2d-b

-,

gilt. Gleichsetzen liefert damit = |@||b] cos (@, b). O

Aus der Beziehung (7.28) zwischen Winkel ¢(@,b) und Skalaprodukt kann
man eine einfache Charakterisierung dafiir ableiten, wann der Winkel spitz (¢ <
5 ), rechtwinklig (¢ = 7) oder stumpf (¢ > 7) ist:
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¢ i-b>0 & cosp(d@b) >0 & p(db) <t A
¢ G@-b=0 & cosp(d@,b)=0 & p(db) =1 E

o"’~5<0<:)cos<p(d',_‘)<0<:)<p(c’i7_))>g \Q_>

Beispiel 7.7.2 Gesucht ist der Winkel zwischen den Vektoren

IS

a=10], b=|1
1 -2

Wir berechnen zuerst ihr Skalarprodukt:
i-b=—14+0-2=-3.

Das @- b negativ ist, wissen wir schon, dass ¢(@, b) > %- Um den Winkel nun ge-
nau zu bestimmen, verwenden wir (7.29) und berechnen daher auch die Betrége
der Vektoren:

ld=v2, |bl=vI+i+4=+6

b -3 -3 V3
bl V2V6 23 2

a
=  CosSp = —
a

Damit ist dann

Bemerkung: Der Wert des Arccuscosinus ergibt sich hier z.B. wieder aus
dem Verlauf der Cosinusfunktion (Punktsymmetrie zu ¢ = %), vergleiche auch
Beispiel 5.5.1:

NE

cos

Aus cos(§) = ? folgt daher

cos(r-T) ==L T
T =) =—— =T — == —.
6 2 L4 6 6

7.8 Orthogonale Zerlegung von Vektoren

Bei der orthogonalen Zerlegung wird ein Vektor @ zerlegt in einen Anteil, der
parallel zu einer bestimmten, vorgegebenen Richtung ist, und einen senkrechten
Anteil. Die Zerlegungsrichtung wird dabei durch einen anderen Vektor b fest-
gelegt. Die Zerlegung ist additiv, d.h. der Ausgangsvektor a ist die Summe aus
dem parallelen Anteil @, und dem senkrechten Anteil @ :

i=dy+a,. (7.30)
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S
!

—

ap

Abbildung 7.8: Orthogonale Zerlegung eines Vektors

Graphisch ergibt sich die Zerlegung aus einem rechtwinkligen Dreieck, siche Ab-
bildung 7.8. Man nennt den parallelen Anteil d;, auch die orthogonale Projektion
von @ auf b.

Ein Beispiel fiir orthogonale Zerlegungen ist die Zerlegung von Kréften in
der Physik. Befindet sich zum Beispiel eine Kugel auf einer schiefen Ebene, so
zerlegt sich eine Kraft F', die auf die Kugel wirkt (etwa die Schwerkraft), in einen
Anteil parallel zur Ebene (effektive Kraft Fog) und einen senkrechten Anteil:

Wir leiten jetzt Formeln zur Berechnung der orthogonalen Zerlegung her:
WEeil aj, parallel zu b ist, gilt
db = ’I“g
mit einem Skalar r € R (vergleiche Abschnitt 7.3). Hierbei ist 7 < 0 moglich,
némlich dann wenn der Winkel zwischen @ und b grofler als 7 ist; @, und b zeigen
dann in entgegengesetzte Richtungen:

N\a
I
I

ap b

Aus (7.30) folgt dann
6J_:5—T6_l'b:@'—Tb.

Die Bedingung fiir eine orthogonale Zerlegung ist a; L b. Daraus folgt
i - b=0 = (@—rb)-b=a-b—rb-b=a-b—rlb>=0
ab
= r=-—=
[
Hier sieht man nochmal, dass 7 < 0 < @-b < 0 < ¢(@,b) > 7. Einsetzen von
r in die Ausdriicke fiir @, und @, liefert dann die Formeln fiir die orthogonale
Zerlegung:
a=dy+a, , ap L ag

U

- - 7.31
b:Tb, 5L:6—Tb ( )
[b]?
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Bemerkung: Die Aufgabe des Vektors b ist y,our®, die Richtung fiir die or-
thogonale Zerlegung festzulegen. Seine Lénge ist dafiir unwichtig. Wir kénnen
daher fiir die Richtung immer einen Einheitsvektor €, benutzen:

= Tl_; (Einheitsvektor in Richtung b).

Aus (7.31) erhalten wir dann fiir die orthogonale Projektion aj:

@ = (@ &) é. (7.32)

Diese Formel zeigt auch, dass der Betrag von @ - €, gleich der Lénge von dj, ist
(denn €}, hat die Linge 1); und das Vorzeichen von @ - €}, bestimmt, ob @, in
Richtung von ¢, zeigt, oder entgegengesetzt.

Beispiel 7.8.1 Wir berechnen die orthogonale Zerlegung

4 -2
von a= |7 in Richtung von b= 1
3 1
Zuerst berechnen wir
a-b=-8+7+3=2 [p>’=4+1+1=6.

Das kénnen wir nun in (7.31) einsetzen:

. _ b 2
apy = T
|b]?
4 (2 4 L (14
dv=d-a=|T|-z[1]= 2 =3 (20
3 1 % 8
Die orthogonale Zerlegung von @ beziiglich b ist also
1 {2 1 (14
a=ay,+d, mit d,= - 1 und @; == |20
3\ 4 3\g

Als Probe konnen wir iiberpriifen, dass a;, und @ wirklich senkrecht zueinander
sind:
-2 1 14 1
=120 ==(-28420+8)=0 VvV
1 3 3 9
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7.9 Das Vektorprodukt

Neben dem Skalarprodukt gibt es noch ein anderes Produkt zwischen zwei Vek-
toren, das sogenannte Vektorprodukt. Im Gegensatz zum Skalarprodukt ist das
Ergebnis hier wieder ein Vektor, was auch den Namen erklért.

Definition 7.9.1 Fiir Vektoren d',g € R3 ist das Vektorprodukt von @ mit b
definiert als

. ay by azbs — azb
axb= a2 X b2 = (lgbl — a1b3 . (733)
as b3 a1bs — azb;

Beachte, dass in der i. Komponente von @ x b die Eintrige a; und b; der Aus-
gangsvektoren nicht vorkommen, aber alle anderen. Z.B. stehen in der dritten
Komponente von @ x b die Eintrédge a1, as, b1, ba, aber nicht az und bs.

Das folgende Rechenschema verdeutlicht die Bildung des Vektorprodukts:

azbz — azbs
agby — a1bs

a1ba — azby

2

Man schreibt sich also (oder denkt sich) die ersten zwei Komponenten aj,as
und by, by der Vektoren nocheinmal unterhalb der beiden Vektoren hin. Dann
berechnet man iiber Kreuz, entlang der diagonalen Linien, die Produkte der
Komponenten und bildet die Differenz. Dabei werden die Produkte zu den ge-
strichelten Diagonalen, also von links unten nach rechts oben, subtrahiert. Man
beginnt in der Rechnung mit dem Kreuz zu ag, as und be, b3 und erhélt daraus
die erste Komponente von a x b. Die weiteren Kreuze jeweils eine Zeile weiter
liefern dann genau die zweite und dritte Komponente vom Ergebnis.

Auf Grund dieser Berechnung ,,iiber Kreuz® spricht auch oft vom Kreuzpro-
dukt @ x b.

Achtung!
Das Vektorprodukt @ x b ist nur fiir Vektoren aus R? definiert. Entsprechende

Formeln fiir andere Dimensionen, etwa fiir Vektoren in R? gibt es nicht!

Hier sind einige Rechenregeln fiir das Vektorprodukt:

Satz 7.9.2 Fir a, l_;, ceR? und r € R gilt:

(@+D)xC=axé+bxé
ix(b+d)=axb+axé
(r@) x b=r(@xb) =ax (rb)
axb=—-bxa (Antisymmetrie)
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Die ersten Regeln sind die gewohnlichen Distributivgesetze und die Ver-
tauschbarkeit mit der Multiplikation mit einem Skalar r; sie gelten genauso
wie beim Skalarprodukt, siehe Satz 7.6.2. Wirend das Skalarprodukt jedoch
symmetrisch beziiglich dem Vertauschen der beiden Vektoren d, b ist, ist das
Vektorprodukt antisymmetrisch, d.h. beim Tausch &ndert sich das Vorzeichen!
Wir rechnen diese Antisymmetrie nach:

Beweis. (Zur Antisymmetrie)

b1 a1 bgag — b3a2 a2b3 — a3b2
bxd= b2 X as = b3a1 — b1a3 = — agbl — a1b3 =—axb
bs as braz — baay arby — azby

O

Beispiel 7.9.3 Wir verdeutlichen nochmal die Berechnung des Vektorprodukts
an zwei konkreten Beispielen:

2 1 (-1)-0—(=1)-3 3
(1) “1|x (3= (-1)-1-2.0 | =(-1
~1 0 2.3-(-1)-1 7
1 0 0-0-0-1 0

2 axaéa=|[0]x[1]=(00-1.0]=[0]=¢
0 0 1-1-0-0 1

Das zweite Bespiel sagt, dass das Vektorprodukt von &; (Einheitsvektor in z-
Richtung) mit & (Einheitsvektor in y-Richtung) genau den Einheitsvektor in
z-Richtung €3 ergibt. Das ist kein Zufall, sondern liegt am Zusammenhang des
Vektorprodukts mit Orthogonalitit und Orientierung, den wir uns jetzt ansehen.

Satz 7.9.4 (Vektorprodukt und Orthogonalitit) @ x b ist orthogonal zu d
und zu b:

-

@l axb bl axb.

Beweis. Zwei Vektoren sind orthogonal, wenn ihr Skalarprodukt Null ist (siehe

-,

Satz 7.6.4). Wir berechnen daher das Skalarprodukt @ - (@ x b):

N al a2b3 — a3b2
a (C_I: X b) =\|az | - ngl — a1b3
as a1bs — azb;
= a1a2b3 — a1a3b2 + a2a3b1 - a1a2b3 + a1a3b2 — a2a3b1
=0.
Damit folgt @ L @ x b. Genauso rechnet man b - (@ x b) = 0 nach. O

7.10 Orientierung und Vektorprodukt

Ahnlich wie bei den Achsen des dreidimensionalen Koordinatensystems kann
man auch fiir drei Vektoren im Raum eine Orientierung der Vektoren zueinander
bestimmen:
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Definition 7.10.1 Seien @, g, e R?, a, l_;, ¢ # 0und a, 5, ¢ nicht in einer Ebene.
Das System (@, b, ) der Vektoren heifit rechtshindig orientiert, wenn

e @ in Richtung Daumen
e bin Richtung Zeigefinger
e Cin Richtung Mittelfinger

der rechten Hand zeigt. Statt rechtshiindig orientiert sagt man oft auch positiv
orientiert bzw. dass (@, b, @) ein Rechtssystem bildet.

Das System (@, b, ©) ist linkshdindig bzw. negativ orientiert (bildet ein Links-
system), wenn die Richtungen der Vektoren der linken Hand entsprechen.

Beachte: Fiir eine positive oder negative Orientierung ist es nicht notig, dass
die Vektoren orthogonal zueinander sind. Dagegen ist die Reihenfolge fiir die
Orientierung entscheidend:

Beispiel 7.10.2 (a) Das System (€}, €3, €3) ist rechtshindig orientiert.

Denn die Einheitsvektoren €7, €s, €3 zeigen in dieser Reihenfolge in Rich-
tung der z-, y- und z-Achse des Koordinatensystems, was Daumen, Zeige-
und Mittelfinger der rechten Hand entspricht.

(b) Das System (€3, €1, €3) ist linkshéindig orientiert.
Denn halten wir den Daumen der linken Hand in Richtung €5 (erster
angegebener Vektor) und den Zeigefinger in Richtung é; (der zweite Vektor
im System), so zeigt der Mittelfinger der linken Hand in Richtung von é5.
(Daumen weist in Richtung der positiven y-Achse, Zeigefinger in Richtung
positive z-Achse, Mittelfinger in Richtung positive z-Achse.)

Mit der rechten Hand wiirde der Mittelfinger in die entgegengesetzte Rich-
tung zeigen.

Das Vektorprodukt erzeugt nun aus zwei gegebenen (nicht parallelen) Vek-
toren @ und b einen dritten Vektor a x b, der zu den anderen Vektoren immer
die gleiche Orientierung aufweist:

-,

Satz 7.10.3 Fiir @ x b # 0 ist das System (@,b,d x b) immer rechtshindig
orientiert.

Beweis. Durch drehen des Koordinatensystems kénnen wir annehmen, dass die
z-Achse in Richtung von @ zeigt, und b in der zy-Ebene liegt. Es gilt somit

al . bl
a=10 mit a; > 0, b= | by
0 0

Fiir das Vektorprodukt ergibt sich damit

axb= 0
a1b2

Wir machen nun eine Fallunterscheidung anhand des Vorzeichens von bs:



102 KAPITEL 7. VEKTORRECHNUNG IM ANSCHAUUNGSRAUM

z
: )
d’xbu Y bl
:_’ T
b - Soa
or b baf =%
/
> Y o -
by @ z axb

Abbildung 7.9: Zur Orientierung des Vektorprodukts

1. Fall by > 0:

In diesem Fall ist a1bs > 0 und damit zeigt @ x b in positive z-Richtung.
Aus by > 0 folgt aulerdem, dass b eine Komponente in positive y-Richtung
hat. Die geometrische Situation ist in der linken Skizze von Abbildung 7.9
dargestellt. Aus der Skizze ergibt sich, dass (a, 5,6 X 5) rechtshéindig ori-
entiert ist.

2. Fall b = 0: Hier folgt @ x b= 0; dieser Fall ist im Satz ausgeschlossen.
(Wegen by = 0 ist dann b parallel zur x-Achse, also zu d.)
3. Fall by < 0:

Hier ist a1by < 0, also zeigt @ x b in negative z-Richtung. Auflerdem
hat b eine Komponente in negative y-Richtung. Dies ist in Abbild_}ung 7.9
rechts dargestellt. Die Skizze zeigt, dass auch in diesem Fall (@,b,d x b)

rechtshéindig orientiert ist.
O

7.11 Vektorprodukt und Fliacheninhalt

Wir leiten zuerst eine Formel fiir |@ x b| her:

|a X 5|2 = (agbg — a3b2)2 + (a3b1 — a1b3)2 + (a1b2 — &2b1)2
= a%bg — 2a2b2a3b3 + a§b§ + a%b? — 2a1b1a3b3 + a%bg
+ a%bg — 2&11)1&21)2 + a%b% (734)
= (a% + CL% + a%)(b% + b% + b%) — (a1b1 + asby + a3b3)2
= |a*|b]* — (@ b)*
Im vorletzten Schritt haben wir die binomische Formel fiir den Term (a1b; +
asby + aszbz)? benutzt:
(a1b1 + agby + CL3b3)2 = a%b% + 2a1b1 (a2b2 + a3b3) =+ (a2b2 =+ a3b3)2
= a%b% + a%bg + (L%bg -+ 2a1b1a2b2 + 2a1b1a3b3 -+ 2a2b2a3b3
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ST

Abbildung 7.10: Parallelogramm, aufgespannt von @ und b

In der vorletzten Zeile von (7.34) heben sich damit Terme der Form a?b? auf. Be-
nutzen wir jetzt die Beziehung (7.28) zwischen Skalarprodukt und dem Cosinus

-,

des Winkels ¢ = ¢(@, b) zwischen den Vektoren,
@-b=|a||b| cos ¢, (7.35)
so ergibt sich aus (7.34)
@ x B> = [a@l*[B]* — (||[b] cos ) = [@[*|B]* (1 — cos® p) = [@[*[b]* sin® ¢,

wobei wir im letzten Schritt noch sin? ¢ 4 cos? ¢ = 1 benutzt haben. Ziehen wir
jetzt die Wurzel so folgt schliefllich

@ x b = |d||b|sing, @ = @(@,b). (7.36)

(Man beachte hier, dass v/sin® ¢ = |sing| =sinp da 0 < ¢ < .)

Die Formel (7.36) fiir das Vektorprodukt ist also ganz dhnlich zu der Formel
(7.35) fiir das Skalarprodukt.

Aus (7.36) konnen wir nun einen Zusammenhang zwischen Vektorprodukt
und dem Fldacheninhalt eines Parallelogramms ableiten. Wir betrachten das
Parallelogramm, das von den Vektoren @ und b aufgespannt wird, siche Abbil-
dung 7.10. Die Hohe & des Parallelogramms kénnen wir mit dem eingezeichneten

-,

rechtwinkligen Dreieck berechnen (Hypotenuse b):
h = |b] sin p.

Der Flicheninhalt des Parallelogramms, das von a und b aufgespannt wird, ist
damit .
A= |- h = (@l sing,

also .
A=|dxb|. (7.37)

7.12 Das Spatprodukt

Das Spatprodukt ist ein Produkt von drei Vektoren d, l;,(? im Raum, das ei-
ne Zahl (Skalar) als Ergebnis hat. Es ist eine Kombination aus Vektor- und
Skalarprodukt:

[@,b,&) = (@xb)-T (7.38)
heiflt Spatprodukt von da, 5, ¢ € R3. Wie das Vektorprodukt ist auch das Spat-
produkt nur fiir Vektoren in R? definiert (sonst kann @ x b nicht berechnet
werden!)
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Wir leiten zunéchst eine alternative Formel zur Berechnung des Spatpro-
dukts her. Dazu rechnen wir beide Produkte in (7.38) explizit aus:

asbs — azby c1
[Ez', ,E’]:(&'x )E: agbl—albg | C2
a1bs — azb; c3

= a2b361 — a3b201 + a3b102 — a1b362 + a1b203 — a2b103

Das Ergebnis kann man mithilfe einer sogenannten Determinante darstellen.
Dazu bildet man die 3 x 3-Matrix, die die drei Vektoren d, b, ¢ nacheinander als
Spalten enthilt, und berechnet davon die Determinante:

. ar b1
[6_1:7 b7 5] = det as bg C2 . (739)
a3 by c3

Das Bildungsgesetz der 3 x 3-Determinante kann man sich mit der Regel von
Sarrus durch das folgende Schema merken: Man schreibt die ersten beiden Spal-
ten der Matrix nocheinmal rechts daneben hin und berechnet dann die Produkte
entlang der Diagonalen, wobei die Diagonalen von links oben nach rechts unten
(blau) addiert, die von links unten nach rechts oben (rot) subtrahiert werden.

+ o+ o+
ai b1 Cc1 ay bl

\><></

ag C2 a2

/><><\
asz c3 az bz

Also

a b
[C_i, b, 5] = det a2 b2 C2
as b3 C3

= a1b203 + b162a3 + Clagbg — a3b201 — b362a1 — 03(1261.

Das sind tatséchlich dieselben Terme, wie bei der Berechnung des Spatproduktes
als (@ x b) - ¢C.

Nun untersuchen wir die geometrische Bedeutung des Spatproduktes. Hierzu
benutzen wir die Beziehung (7.28) zwischen dem Skalarprodukt zweier Vektoren
und dem Cosinus des eingeschlossenen Winkels: Mit der Abkiirzung d = @ x b
gilt . = . =

[@,b,¢] = (dxb) -¢=|d x b||¢] cose = |d||¢] cos ¢ (7.40)
mit ¢ = ¢(C, cf) Wir unterscheiden nach dem Winkel ¢ zwei Félle:

Fall ¢ < 5: In diesem Fall ist zwischen den Vektoren ¢ und d=axbein spitzer
Winkel. Da das System (@,b, @xb) rechtshindig orientiert ist (Satz 7.10.3),
ist daher auch (@, b, ©) rechtshéindig orientiert. (Denn ¢ bleibt auf derselben
Seite der Fldche von @ und b auf der auch d = @x b liegt.) Wir betrachten
jetzt den Spat (auch Parallelepiped genannt), der von den drei Vektoren
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Abbildung 7.11: Zum Spatprodukt der Vektoren a, l;, c

a, 5, ¢ aufgespannt wird, siche Abbildung 7.11. Ein Spat ist also sozusagen
ein nicht-rechtwinkliger Quader, und a, b, ¢ sind hier genau die Seiten des
Spats. Aus der Skizze sehen wir, dass die Hohe des Spats

h = || cos p

ist. Andererseits ist |@ x l_;| gleich der Fliache des Parallelogramms, das von

@ und b aufgespannt wird; das ist genau die Grundfliche des Spats. Das
Volumen V des Spats ist Grundfliche mal Hoéhe, und aus (7.40) folgt somit

[@,b,¢) =@ xb|l-h=V.
Das Volumen ist also gleich dem Spatprodukt.

Fall o > 3: Jetzt ist zwischen ¢ und d ein stumpfer Winkel. Daher liegt ¢ nun

»unter® der durch @, b gegebenen Grundfliche, also auf der anderen Seiten
von d. Also ist (@, b, ¢) linkshéindig orientiert. Der Spat liegt jetzt ebenfalls
,unterhalb® der Grundfliche. Seine Hohe ist hier

h = | cos(m — p) = —|el cos o,

denn cos(m — ) = —cosp > 0.

Das Volumen des Spats somit in diesem Fall

V = —|a@ x b||d| cos o = —[@, b, ).

Es gibt noch einen dritten Fall, wenn nidmlich ¢ = 7. Dann ist ¢ L d_; d.h.
@, b, liegen in einer Ebene. Wegen (7.40) ist dann [, b, &] = 0.
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Insgesamt ergibt sich also folgende geometrische Bedeutung des Spatproduk-
tes:

V>0 wenn (@, b, &) rechtshéindig orientiert,
@, b, ¢l=41-V <0 wenn (@, l;,é') linkshéindig orientiert, (7.41)

0 wenn d, b, ¢ in einer Ebene liegen.

Dabei ist V' wieder das Volumen des Spats, das von den drei Vektoren a, 5, c
aufgespannt wird.



Kapitel 8

Geraden und Ebenen im
Raum

In diesem Kapitel schauen wir uns verschiedene Formen von Gleichungen an,
mit denen man Geraden und Ebenen im Raumen darstellen kann.

Hinweis: In den alten Mathematik A&B Skripten finden sie den Stoff dieses
Kapitels im Skript Mathematik A, Kapitel 4.5.

8.1 Parameterdarstellung von Geraden

In Parameterdarstellungen von Geraden (und spéter von Ebenen) werden Punk-
te im Raum durch Vektoren beschrieben. Einem Punkt P wird dabei sein Orts-
vektor p = OP zugeordnet. Der Ortsvektor p zeigt also vom Koordinatenur-
sprung auf den Punkt P. Punkt und Ortsvektor haben damit genau die gleichen
Koordinaten bzw. Komponenten:

= |p2 & P = (p1,p2,p3)-

Eine Gerade g im Raum ist festgelegt durch einen Punkt P, der auf der
Geraden liegt, und die Richtung der Gerade. Diese Richtung kann zum Beispiel
durch einen Vektor @ definiert sein, den Richtungsvektor. Das fithrt auf die
Gleichung der Gerade in Punkt-Richtungsform:

g: ¥=p+td, telR. (8.1)

Die Gleichung liefert fiir jeden Wert des Parameters ¢ den Ortsvektor Z eines
Punktes auf der Geraden. Das ist in Abbildung 8.1 illustriert: Vom Punkt P
aus geht man in Richtung von @ eine geeignete Strecke, um bis zum Punkt von
Z zu gelangen. Dazu addiert man zu p’ den gestreckten — oder gestauchten —
Richtungsvektor td. Der Punkt zu Z kann natiirlich auch auf der anderen Seite
von P liegen, also in entgegengesetzter Richtung von @. Fiir solche Punkte ist
t <O0.
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Abbildung 8.1: Parameterdarstellung einer Geraden

Beispiel 8.1.1 Gegeben ist die Gerade in Punkt-Richtungsform

2 -3
g:¥=p+ta=|7]+t| 1
0 —1

(a) Durch Einsetzen konkreter Werte fiir den Parameter ¢ kann man konkrete
Punkte auf der Geraden berechnen. Zum Beispiel ergibt sich fiir ¢t = 2

2 -3 —4
Z=\|7]1+2|1|=129
0 -1 -2

Also ist (—4,9, —2) ein Punkt auf g.

(b) Andersherum kann man fiir einen gegebenen Punkt bestimmen, ob dieser
Punkt auf der Geraden liegt. Dazu untersucht man, ob sich dieser Punkt
fiir einen bestimmten Parameterwert von ¢ aus der Punkt-Richtungsform
ergibt.

Sei zum Beispiel der Punkt @ = (5,6,2) gegeben. Liegt @ auf g? D.h.
gibt es einen Wert von ¢ fiir den

2 -3 5
?

Z=[(7|+t| 1 ] =16 (8.2)

0 -1 2
gilt? Diese Gleichung ist dquivalent zu
-3 5 2 3
tl 1 ] =1(6]—-(7]=|-1],
-1 2 0 2

woraus sich wiederum drei Gleichungen fiir ¢ ergeben:
—3t=3 & t=-1
t=—1 o t=—1
—t=2 & t=-2
Dies ist ein Widerspruch: Damit (8.2) gilt, miisste aufgrund der ersten
beiden Komponenten ¢ = —1 gelten, aufgrund der dritten Komponente

aber t = —2. Also gibt es keinen Wert ¢, fiir den (8.2) gilt. Also liegt der
Punkt @ nicht auf der Geraden.
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Abbildung 8.2: Gerade gegeben durch zwei Punkte P und Q

8.2 Gerade gegeben durch zwei Punkte

Eine Gerade ist auch durch die Angabe von zwei Punkten auf der Geraden

festgelegt. Sind P und @ zwei Punkte auf der Geraden g, und p' = O?, q= @
die zugehorigen Ortsvektoren, so ist der Vektor

i=PQ=q-7

ein Richtungsvektor der Geraden, siehe Abbildung 8.2. Setzen wir das in die
Punkt-Richtungsform (8.1) ein, erhalten wir

g: T=p+t(g—p), teR (8.3)
als Gleichung fiir die Gerade durch die beiden Punkte P und Q.

Beachte: Parameterdarstellungen sind nicht eindeutig. Zum Beispiel beschrei-
ben die folgenden drei Gleichung auch alle die Gerade durch die Punkte P und
Q, genauso wie (8.3).

In der ersten Gleichung wurden die Rollen von p und ¢ vertauscht; der fes-
te Punkt in der Parameterdarstellung ist jetzt @ und der Richtungsvektor ist
pP—q= Cﬁ (= —]@ = —(¢— p)). In der zweiten Gleichung ist der Richtungs-
vektor weiter Q?, der feste Punkt ist aber P. Schliellich wurde in der letzten
Gleichung der Richtungsvektor um den Faktor 2 gestreckt (2(p'— ¢) = 2@)
Alle Gleichung ergeben dieselbe Gerade g, da die Richtungsvektoren aller Glei-
chungen in dieselbe (oder die entgegengesetzte) Richtung zeigen und die festen
Punkte jeweils Punkte auf g sind.

Zwar ergeben alle Gleichung dieselbe Gerade, eine konkreter Punkt & auf
der Geraden hat aber (im Allgemeinen) in jeder Gleichung einen anderen Para-
meterwert ¢!

8.3 Parameterdarstellung von Ebenen

Ebenen kann man #hnlich wie Geraden durch eine Parameterdarstellung be-
schreiben. Eine Ebene F im Raum ist festgelegt durch einen Punkt P auf der
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E

—

p
(0]

Abbildung 8.3: Parameterdarstellung einer Ebene

R E
b
P = Q
}V
q
10)

Abbildung 8.4: Ebene durch drei Punkte P, @ und R

Ebene und zwei Richtungsvektoren @ und l_;, die in E liegen, die also parallel zur
Ebene sind. @ und b miissen natiirlich in zwei verschiedene Richtungen zeigen,
um die Ebene aufzuspannen. Die Vektoren diirfen also nicht parallel zueinander
sein, d.h. es muss gelten

575 ra fir jedes r € R.
Die Parameterdarstellung der Ebene ist nun
E:Z=p+si+th, stek. (8.4)

Die Konstruktion ist dhnlich wie bei der Punkt-Richtungsform einer Geraden:
Vom festen Punkt P aus geht man mit s@ ein Stiick in Richtung von @ und dann
mit ¢b ein Stiick in Richtung von 5, siehe Abbildung 8.3.

Genau wie bei Geraden ist die Parameterdarstellung nicht eindeutig. Man
erhélt dieselbe Ebene, wenn man fiir P irgendeinen anderen Punkt auf der
Ebenen wahlt, oder fiir die Richtungsvektoren Ei,l_; andere Vektoren, die in E
liegen.

Eine Ebene ist auch durch drei Punkte P, @, R bestimmt, die in ihr liegen.
Aus den drei Punkten kénnen wir Richtungsvektoren definieren:

i=PQ=q-p  b=PR=7—p,
siehe Abbildung 8.4. Dies ergibt dann fiir die Ebene die Gleichung

E:Z=p+s(@—p)+t(F—7F), steR. (8.5)
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Abbildung 8.5: Normalenform einer Ebene

8.4 Normalenform von Ebenen

Fiir Ebenen gibt es neben der Paramterdarstellung (mit den beiden Parametern
s,t) noch eine andere Form der Darstellung. Die Idee ist, dass man die Lage einer
Ebene im Raum auch durch einen Vektor festlegen kann, der senkrecht zur Ebene
steht. Ein solcher Vektor 77, der senkrecht auf F steht, heiit Normalenvektor zur
Ebene E. Man schreibt das auch kurz als 77 | FE.

Um die Position der Ebene jetzt komplett festzulegen, braucht man wieder
einen festen Punkt P der auf F liegt. Sei p’ der Ortsvektor von P. Wir suchen
nun die Gleichung, die beschreibt, wann ein beliebiger Punkt in E liegt. Dazu
beachte, dass ein Punkt mit Ortsvektor # genau dann in E liegt, wenn der Vektor
vom festen Punkt P zum Punkt, also Z — p, in der Ebene liegt. Und & — p’liegt
in FE, beziehungsweise parallel zu E, genau dann, wenn & — p senkrecht zu 7
steht. (Denn 7 L E.) Das ist in Abbildung 8.5 skizziert. Als Formel geschrieben
liegt also der Punkt zu & genau dann auf E, wenn

r—pln & (Z-p)-i=0.
(Erinnerung: zwei Vektoren sind orthogonal genau dann, wenn ihr Skalarprodukt
Null ist, siehe Satz 7.6.4.) Dies ist die Normalenform (oder Normalengleichung)
der Ebene:
E:(Z—p)-n=0 (8.6)
Auch die Normalenform einer Ebene ist nicht eindeutig, denn p) 7 sind nicht
eindeutig.

Einen Normalenvektor 7 kann man mit dem Vektorprodukt aus Richtungs-
vektoren d, b der Ebene berechnen:

—

=4dxb. (8.7)

(Denn dann ist @ L @7 L b und damit 7 L E.)

Aus der Normalenform einer Ebene kann man schlief$lich noch die sogenannte
Koordinatenform erhalten. Dazu rechnet man die Skalarprodukte in (8.6) expli-
zit aus:

(Z-p)-1=0 < Z-ad=p-i

Ty ny
N | n | =p7 (8.8)
T3 ns3

< nixy +nexe +n3r3 =d wobel d=7p-n.
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Die sich ergebende Gleichung
E: nix1 +noxe +ngrs =d (8.9)
ist die Koordinatenform der Ebene.
Beispiel 8.4.1 Wir betrachten die Ebene E durch die Punkte
P=(1,2,3), Q=(3,2,4), R=1(0,5,4).

Fiir diese Ebene betstimmen wir nun nacheinander alle drei Formen der Ebenen-
gleichung. Fiir die Parameterform berechnen wir die beiden Richtungsvektoren

2 -1
i=P0=|o0]|, F=pPR=|3
1 1
Damit ist (eine) Parameterform der Ebene
1 2 -1
E:rZ=p+sa+th=[2]+s|0]| +¢t]| 3
3 1 1

Fiir die Normalenform berechnen wir mit dem Vektorprodukt einen Normalen-
vektor:

. 2 -1 -3 -1
n=dxb=|(0]l x| 3 |=-3]=3][-1
1 1 6 2

Da fiir den Normalenvektor nur entscheidend ist, dass er senkrecht auf E steht,
ist seine Lénge nicht wichtig. Wir kénnen daher 77 noch vereinfachen zu

DR U
ng = gn =1 -1
2
Die Normalenform der Ebene ist damit
1 -1
E:(@-p)-ig=(Z—[2])-|-1]=0.
3 2

Durch ausmultiplizieren der Skalarprodukte erhalten wir daraus schliefflich die
Koordinatenform von E:

-1 1 -1
T -1 =12 -1
2 3 2
& —xp—20+223=—-1-24+6=3

also
FE: —$1—$2+2£B3:3.
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Bemerkung;:

(a) Die Umformungen von der Normalen- zur Koordinatenform in (8.8) sind
Aquivalenzumformungen, also umkehrbar. Man kann daher auch aus einer
gegebenen Koordinatenform wieder zur Normalenform kommen: Den Nor-
malenvektor kann man direkt ablesen, und einen Punkt P in der Ebene
erhélt man durch geeignete Wahl von zwei Koordinaten und Berechnung
der dritten Koordinate aus der Koordinatenform der Ebene.

(b) Eine Gerade im Raum lésst sich auch in einer Koordinatenform schrei-
ben: Sie besteht aus zwei Gleichungen der Art (8.9). (Das entspricht dem
Schnitt von zwei Ebenen!) Aus der Parameterform einer Gerade erhélt
man die Koordinatenform z.B. dadurch, dass man eine Vektorkomponen-
te der Gleichung nach dem Parameter ¢ auflost, und diesen Ausdruck fiir
t dann in die beiden anderen Komponenten einsetzt.
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Kapitel 9

Matrizen

In diesem Kapitel betrachten wir Matrizen und ihre Eigenschaften und Re-
chenregeln. Wir kennen Matrizen schon als Koeffizientenmatrizen bei linearen
Gleichungssystemen, und daher werden auch oft die Beispiele in diesem Kapitel
kommen. Matrizen spielen aber in vielen Bereichen der Mathematik und den
Anwendungen eine wichtige Rolle, nicht nur bei linearen Gleichungssystemen.

Hinweis: In den alten Mathematik A&B Skripten finden sie den Stoff dieses
Kapitels im Skript Mathematik A, Kapitel 6.

9.1 DMatrizen und das Matrix-Vektor-Produkt
Definition 9.1.1 FEin rechteckiges Zahlenschema

ail ce [¢5TD)
A =

ami1 .. Amn

heifit m xn-Matriz. m ist die Anzahl der Zeilen und n die Anzahl der Spalten der
Matrix. Die Zahlen a;; sind die Koeffizienten der Matrix. Sie konnen reell oder
komplex sein, a;; € R oder a;; € €. Um beide Félle gleichzeitig zu erfassen,
benutzt man die Schreibweise a;; € K, wobei entweder K = R oder K = C gilt.
Die Menge aller m x n-Matrizen schreibt man als

K™*™ = {alle m x n-Matrizen mit Koeffizienten aus IK}.

Man nennt K einen Kdrper. Mit der Schreibweise IK™*™ ist also der Korper
der Matrix festgelegt, sowie die Anzahl der Zeilen und Spalten (auch Dimension
der Matrix genannt).

Matrizen werden meist mit groflen Buchstaben A, B, C, ... bezeichnet. Man
beachte auch nochmal die Konvention fiir die Indexreihenfolge, die wir schon
von linearen Gleichungssystemen kennen: in a;; steht der erste Index ¢ fiir die
Zeilennummer, der zweite Index j ist die Spaltennummer. Genauso steht in
m X n zuerst die Anzahl der Zeilen m, dann die Anzahl der Spalten n.

115
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Zum Beispiel gilt

A:(l 2 3)€R2X3, B= € R

-3 -1 0

C € €34 bedeutet, dass C eine Matrix mit 3 Zeilen und 4 Spalten ist, deren
Komponenten komplexe Zahlen seien kénnen.

Die erste wichtige Operation fiir Matrizen ist die Multiplikation mit einem
Vektor:

Definition 9.1.2 (Matrix-Vektor-Produkt) Fiir eine Matrix A € K™*"”
und einen Vektor r € K", also

a1 ... Qin T
A= : : und ¥ =
aAml --. Qmn In
definiert man das Produkt A% durch
a1y + ...+ a1nxy
AZ = ; : . (9.1)
A1 T1 + - ..+ Qn Ty
Es gilt somit AZ € K™.

Formel (9.1) besagt, dass der Vektor Z nacheinander mit den einzelnen Zeilen
von A multipliziert wird; die Multiplikation ,,Zeile mal Vektor* erfolgt wie beim
Skalarprodukt (und ergibt jeweils eine Zahl).

Das Matrix-Vektor-Produkt ermdoglicht eine praktische Kurzschreibweise fiir
lineare Gleichungssysteme:

1121 + -+ ATy = by

@1 %1 + - Ty = by

Dabei ist
by

der Vektor der rechten Seite des Gleichungssystems.

Beachte: Damit das Produkt AZ definiert ist, muss die Anzahl der Spalten von
A gleich der Anzahl der Komponenten von & sein, ndmlich n. Anders gesagt: die
Zeilen von A und der Vektor & miissen gleich lang sein, damit die Multiplikation
,»Zeile mal Vektor“ in (9.1) moglich ist. Bei der Multiplikation treffen dann die
n Spalten von A auf die n Komponente von Z und ,,verschwinden* dabei; {ibrig
bleiben die m Zeilen von A im Ergebnis, also ein Vektor aus R™:

AeK™" 72eK" = AZeK™
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Beispiel 9.1.3 Gegeben sind

|
A=(2 4 BYeRr2®  und  ge 2] ems
1 -1 0 :

Die Anzahl der Spalten von A ist gleich der Anzahl von Komponenten von
Z (= 3). Das Matrix-Vektor-Produkt AZ ist damit definiert. Die Berechnung

liefert
. (2-144-2-3-3\ (1 9
AT = <—1-1—1-2+0-3> - (—3) € R
Das Matrix-Vektor-Produkt hat die wichtige Eigenschaft der Linearitt:!

Lemma 9.1.4 (Linearitit des Matrix-Vektor-Produkts) Sei A € K™*".
Dann gilt fir Z,5 € K™ und r € K:

AZ+79) = AT+ Ay
A(rE) = rAZ

Beweis. Der Beweis ist einfach: Die i. Komponente von

T1+mn
AZ+y)=A :
Tn + Yn
ist
ain(z1+y1) + -+ ain(Tn + Yn) = @i+ + AGin®n + ainys + 0+ Ainkn,
was genau die . Komponente von AZ + Ay ist. Die Rechnung fiir A(rZ) = rAZ

ist ahnlich. O

9.2 Kern einer Matrix und Loésungsstruktur li-
nearer Gleichungssysteme

Unter Ausnutzung der Linearitdt des Matrix-Vektor-Produkts untersuchen wir
jetzt die Struktur der Losungsmenge des linearen Gleichungssystems AZ = b.
Dabei spielt der Kern der Matrix A eine wichtige Rolle.

Definition 9.2.1 Fiir eine Matrix A € IK™*" heifit die Menge

Kern A = {a’c’ e K"

AZ = 6} (9.3)

der Kern von A. (Eine andere Bezeichnung ist ,Nullraum“ N(A))

ILinearitit, also die Vertriiglichkeit mit Addition und der Multiplikation mit Zahlen, ist
eine grundlegende mathematische Eigenschaft, die in ganz verschiedenen mathematischen Si-
tuationen auftritt und jedesmal zu ganz dhnlichen Konsequenzen fithrt. Wir haben schon
lineare Gleichungssysteme kennengelernt. Weiter haben z.B. Determinanten und Integrale die
Eigenschaft der Linearitét.
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Es gilt somit
FeKemmA <& 7 Losung des homog. Gleichungssystems A7 = 0.
Anders gesagt ist Kern A genau die Losungsmenge des homogenen Gleichungs-

systems Ax = 0.

Beispiel 9.2.2 Sei

Dann gilt
g (6—1246) _ (0
T \-34+3+0/)  \oO
und somit ist ¥ € Kern A.

Satz 9.2.3 (Struktur der Losung von AZ =b) Sei A € K™*", b € K™.
Das Gleichungssystem AZ = b sei ldsbar mit Rang r. Dann ist die allgemeine
Losung von AZ = b von der Form

T=2To+ MU + ...+ A\l (9.4)
mit den k =n —r freien Parametern Ay, ..., A\ € K. Dabei ist
e Ty eine spezielle Losung des inhomogenen Gleichungsystems AZ = 5;
e @y,...1°y sind Losungen des homogenen Systems AZ = 0, also
Ay = - = Aily, = 0,
d.h. iy, ...,u; € Kern A.
Fiir die allgemeine Lisung (9.4) des inhomogenen Systems gilt & = &y + Tp

wobei
Tp = MUy + ...+ A\l (95)

die allgemeine Lisung des homogenen Systems AZ = 0 ist.

Beweis. Der Gauflalgorithmus liefert uns eine Losung mit &k = n — r freien
Parametern Aj,...,Ag, die man in der Form (9.4) schreiben kann. (Vergleiche
dazu die Beispiele in Kapitel 6 und auch das folgende Beispiel.) Fiir jede Wahl
von Aq, ..., \ € K ergibt (9.4) also eine Losung von AZ = b.

Waéhlen wir speziell Ay = ... = Ay = 0, so bekommen wir die Losung & = &,
d.h. es gilt A%y = b.

Fiir beliebige A1, ..., Ag ist

Tp = MU+ ...+l =T — 2o

und aus der Linearitdt des Matrix-Vektor-Produkts folgt nun

A, = A(Z—Zy) = AT — AZy =b—b=0.
Also ist &, Losung des homogenen Systems.
Waéhlen wir jetzt wieder speziell z.B. A\; = 1, Ay = ... = Ay = 0, dann ist
Zp = 1y und damit Au; = 0. Wihlt man einen der anderen Parameter \; = 1,
so folgt entsprechend Au; = 0. (]
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Beispiel 9.2.4 Gegeben seien

Wir berechnen die Losung von AZ = b mit dem Gaufalgorithmus:

1 2 -1 0 | -2
(A|b)(—3 -6 1 -8 —4> +3I
L (L2 1o -2
00 -2 =8 | —10)-(-}
o (12 1o | 2
00 1 4| 5

Dies ist die Zeilen-Stufenform, der Rang ist = 2. Also haben wirn—r =4—-2 =
2 freie Parameter. Da die Stufen in der 1. und 3. Spalte beginnen, wihlen wir
als Parameter xo und x4:

ro = )\1, T4 = )\2.

Riickwértseinsetzen ergibt nun

Zeile 2: x3+4rxy =5 = x3=5—4)
Zeile 1: x1+4+2x9 —x3=-2 = .’)31:—2—2)\14—(5—4)\2):3—2)\1—4>\2.

Die allgemeine Losung ist somit

T 3 - 2)\1 - 4)\2 3 —2 —4
- | T2 _ )\1 . 0 1 0
T= e | T 5-an 3 I I Il

T4 )\2 0 0 1

Wir haben die Losung hier nach den Anteilen mit und ohne Parameter zerlegt.
Wie man sieht, ist also die Losung von der Form

3 -2 —4
o o - ~ .o 0 - 1 ~ 0
T = 2o+ MU + Aotls mit Iy = slo@=| g |-%@2=]_4|:
0 0 1

genau wie in Satz 9.2.3 beschrieben.

9.3 Matrizenrechnung

Genau we bei Vektoren definiert man auch fiir Matrizen die komponentenweise
Addition und die Multiplikation mit einem Skalar.
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Fir A, B € K™*™ und a € R sind A + B und «A definiert durch

ail ... Qip b1y ... bin
A+ B= +
Am1 -+ Gmn b1 oo bmn
air +bun ... aip +biy
= : : : (9.6)
am1 +bm1 - Gmn + bmn
a1 ... Qip aa; ... Qain
aAd=a| = : : : (9.7)
Al -+ Qmn Q1 oo Qg
Die m x n-Nullmatrix ist
0 ... 0
0="0mxn=|": Dl e KM (9.8)
0O ... 0

Die zweite Schreibweise 0,,x, fiir die Nullmatrix dient der Unterscheidung von
der Zahl Null, falls nicht aus dem Zusammenhang klar ist, dass die Nullmatrix
gemeint ist. Die negative Matrix schlief8lich ist

—ai N —Q1n
—-A= : ; . (9.9)
—Qm1 ‘e —Qmn

Genau wie bei Vektoren hat man auch hier eine komponentenweise Subtraktion,
die durch A — B = A + (—B) gegeben ist.
Es gelten folgende Rechenregeln (dieselben wie bei Vektoren):

Satz 9.3.1 Fir A,B,C € K™*" und o, 8 € K gilt:
(1) (A+B)+C=A+(B+C)
(2) A+ B=B+ A
(3) A4 Opxn = A
(4) A+ (=A4) = Omxn
(5) a(BA) = (af)A
(6) 1A=A, (-HA=-A

0A = Omxn ) 0mxn = Omxn
(7) «(A+ B) =aA+aB, (a+p)A=aA+ (A
Beispiel 9.3.2 Gegeben seien die beiden 2 x 2-Matrizen
2 1 4 3
=G0 =60

Dann ist zum Beispiel

wen= (5 0) -6 )

I
e
sy ©
— |

—
~
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9.4 Die transponierte Matrix

Zu jeder m x n-Matrix A,

a1 ai2 N A1n

a21 as2 N a9n
A= ,

Aml  Am2 <o Omn

ist die transponierte Matriz AT definiert durch

@11 Q21 ... Qaml

T ai2 a22 e aAm?2
AT =| 7 . (9.10)

Ain  A2n ... Amn

Die transponierte Matrix ist also eine n x m-Matrix, AT € K"*™ die aus A
dadurch entsteht, dass man die Spalten von A in die Zeilen von AT schreibt.
Genauso sind die Zeilen von A die Spalten von A'.

Zum Beispiel gilt

1 9
A=[3 4 ;»AT_@Z?)
01

Das Transponieren verwendet man gelegentlich auch bei Vektoren: Aus dem
Spaltenvektor
T

8
Il

Ty
wird dann der Zeilenvektor

= (x1,...,2,).
Tatsiichlich ist der Spaltenvektor & € IK™ (auch) eine n x 1-Matrix, der Zeilen-
vektor Z' eine 1 x n-Matrix.

Fiir das Transponieren gelten diese Rechenregeln: (A, B € K™*" « € K)

(A+B)T =AT +BT (9.11)
(@A)T =aAT (9.12)
(AT =4 (9.13)

9.5 Matrixmultiplikation

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Multiplikation von Matrizen miteinan-
der. Wir benutzen dabei die Kurzschreibweise

ail N A1n
A= b | = (ai)mxn (9.14)
Adm1 .- Qmn

fiir eine m x n-Matrix mit den Eintrégen a;;.
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Definition 9.5.1 Sei A = (aij)mxn € K"*", B = (bjj)nxr € K™*". Dann ist
das Matrizprodukt AB definiert durch
: b,
AB=|a;1 ... ain :
bnj

(9.15)

= ai1b1j+-~-+ambn]—

Es wird hier die 7. Zeile von A mit der j. Spalte von B multipliziert, in der Form

blj
(air - awm) | ¢ | =anby 4+ ainbyy, (9.16)

bn;j

und das Ergebnis ist der Eintrag in der i. Zeile und j. Spalte vom Produkt AB.
Anders gesagt ist AB = (¢ij)mxr € K™*" wobei

Cij = @inbij + -+ + ainbn;.

Beachte: Damit das Produkt AB definiert ist, muss fiir die Rechnung ,,Zeile
mal Spalte“ die Lénge der Zeilen von A gleich der Lange der Spalten von B sein.
Also muss die Anzahl der Spalten von A gleich der Anzahl der Zeilen von B
sein (gleich n). Jede Zeile von A ergibt durch Multiplikation mit allen Spalten
von B eine Zeile vom Produkt AB. Genauso ergibt jede Spalte von B durch
Multiplikation mit den Zeilen von A eine Spalte von AB. Die Produktmatrix
AB hat daher genauso viele Zeilen wie A und genauso viele Spalten wie B.
Kurz:

AeK™" BeK"™ = ABeK™" (9.17)

Beispiel 9.5.2 Wir betrachten die beiden Matrizen

r oy
A=1|3 2 und B:<_12 i)
0 -1

Die Anzahl der Spalten von A ist 2, also gleich der Anzahl Zeilen von B. Daher
ist das Produkt AB definiert. Wir errechnen

x-14y-(-2) z-24y-1 x—2y 2x+vy
AB=|[3-1+2-(-2) 3-2+2-1| =] -1 8
0-1—-1-(-2) 0-2—1-1 2 -1

Beachte wie zum Beispiel in der ersten Spalte von AB genau die Produkte der
ersten Spalte von B mit allen Zeilen von A stehen. Es gilt A € R3**? und
B € R?*2, und daher ist dann AB € R3*2,
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Andere Formen der Darstellung von AB und A7

Es gibt noch verschiedene andere Arten, die Bildung des Matrixprodukts AB
(und auch von AZ) darzustellen, als nur ,Zeile mal Spalte“. Je nach Situation
kann es hilfreich sein, eine dieser anderen Darstellungen zu verwenden, z.B. fiir
die Berechnung.

1. Sei 5; € K™ die j. Spalte der Matrix B = (b;;)nxr,

blj

S
Il

bn
Dann ist das Matrix-Vektor-Produkt
a11b1j + -+ ainby;
A5y = : e K™
Am1bij + -+ amnbn;
genau gleich der j. Spalte von AB. Wir kénnen also schreiben

B=(5,...,5) €K™ = AB=(A#&,...,A5,) e K™". (9.18)

Diese Schreibweise sagt, dass wenn B aus den Spalten(vektoren) §1,. .., §,
besteht, dann hat AB die Spalten A&},..., AS,.. Die Spalten von AB sind
also die Produkte von A mit den Spalten von B.

2. Jetzt eine alternative Darstellung des Matrix-Vektor-Produkts AZ. Dazu
sei

amj

die j. Spalte von A = (a;j)mxn. Dann gilt fir den Vektor

Ty
=1 | €eK",
Tn
dass
1171 + -+ - + A1pTy ail Q1n
Ax = : =1 + 4z,
Am1T1 + -+ AmnTn Am1 Amn
Also

Man sagt, dass AZ eine Linearkombination der Spalten von A ist.
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3. In Punkt 1 haben wir die Spalten von AB beschrieben. Das gleiche machen
wir jetzt mit den Zeilen. Sei dazu z:-—r = (a1,...,ain) die i. Zeile von A
(Zeilenvektor!), so dass wir die Matrix A als

7
A= :
=T
m
schreiben kénnen. Es gilt dann
TR
AB = : , (9.20)

7' B

d.h. die Zeilen von AB sind die Produkte der Zeilen von A mit der Matrix

B. Diese Produkte Zeilenvektor z mal Matrix B sind dabei

ST 5T = ST - o ST o
Z, B=(Z, §1,...,%; ) mit  Z; §5 = a;1b1j; + ... + ainbnj.

Diese letzte Gleichung ist genau ,,Zeile mal Spalte“ im Matrixprodukt,
und deshalb ist ]| B tatsichlich die i. Zeile von AB.

Entsprechend kann man die Spalten von AB = (A3y,...,AS,) als

schreiben. Ubrigens ist Z 5; genau das Skalarprodukt von z; und 3j, d.h.
EE S

4. Sei Z_);T = (bi1,...,bir) die i. Zeile von B, also

of

B=1:
b,

n

Analog zu 2. kann man dann das Produkt von einem Zeilenvektor

g’T = (y17"'7yn)

mit B als Linearkombination der Zeilen von B schreiben:

JTB=yb] +.. . +yabl. (9.21)

Beispiel 9.5.3 Wir betrachten die Matrix

(Y
= @) und = <_11>

und die zwei Vektoren
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Die Produkte von A mit den Vektoren kénnen wir jetzt geméf (9.19) als Line-
arkombination der Spalten von A berechnen:

- . (3 1\ _ (5
1)) ()
3 1 2
= (0)-1()- (%)
Sei nun B die 2 x 2-Matrix mit den Spalten Z und ¥, also

B = (%) = G _11>

Nach (9.18) ist dann das Matrixprodukt AB
o o (D2
AB = (A%, Ay) = (4 _2> .
(Man iiberzeuge sich, dass die ,normalen* Berechnung ,,Zeile mal Spalte®, also

geméf Definition 9.5.1, dasselbe Ergebnis fiir AB ergibt!)

Fiir die Matrixmultiplikation gelten folgende Rechenregeln:

Satz 9.5.4 Seien A,g e IKmxn, B,E c K"*", C € K" und o € K. Dann
gilt:

(a) (A+AB=AB+ AB, A(B+ B)=AB+ AB
(b) (0A)B = a(AB) = A(aB)
(¢) (AB)C = A(BC)

(d) Mit der n x n-Einheitsmatrix E,, € K"*",

10 0
R e B (9.22)
0 0 1

gilt AE, = A= Ep,A
(e) (AB)T = BTAT

Beweis. Zu (e): Seien wieder z; die Zeilen von A und §; die Spalten von B:

Dann ist

BT =|:|, AT=(,.... 2.
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Fiir den Eintrag an der Stelle ij von AB (i. Zeile von A mal j. Spalte von B)
gilt dann

T _ 2 = _ T2
85 =Zi+ 8 =8, Z.

Das ist also gleich der j. Zeile von BT mal der i. Spalte von AT, also gleich dem
Eintrag ji von BT AT. Also ist (AB)" = BTAT. O

Achtung!
Das Matrixprodukt ist nicht kommutativ. Zum Einen kénnen die Produkte AB
und BA, wenn sie beide definiert sind?, verschiedene Gréfien haben. Zum Bei-
spiel ist bei A € K23 und B € K?*? AB € K?*? und BA € K?*3. Beide
Produkte kénnen dann also schon aus Dimensionsgriinden nicht gleich sein.
Und selbst wenn A, B € K™*™ quadratische n x n-Matrizen sind, so dass
beide Produkte AB und BA definiert sind und die gleiche Dimension n x n
haben, wird im Allgemeinen AB # BA sein. (Probieren Sie das an Beispielen
aus!)

9.6 Die inverse Matrix

Die Multiplikation mit einer Matrix A kann in bestimmten Féllen riickgéingig
gemacht werden, nimlich durch Multiplikation mit der inversen Matrix A~!.

Definition 9.6.1 Sei A € K™*™ eine quadratische n x n Matrix und E = F,
die n x n-Einheitsmatrix (siche (9.22)). Die Matrix A heifit invertierbar, wenn
es eine Matrix A~! € K"*" gibt, so dass

AAT ' =AT'A=E (9.23)
gilt. In diesem Fall heifit A=! Inverse von A.
Bemerkung: Die Inverse A~! ist eindeutig bestimmt, d.h. fiir eine gegebene
Matrix A kann es nur eine Matrix A~! geben, die (9.23) erfiillt. Denn angenom-

men, es gibe zusitzlich zu A~! noch die Matrix B € K™*", die (9.23) erfiillt,
fiir die also AB = BA = F gilt. Dann wiirde folgen

AB=F = A 'YAB=A"'E = B=A"'
E

Beide Matrizen A~!' und B sind also gleich, d.h. A~! ist eindeutig bestimmt.

Folgende Rechenregeln gelten fiir die Inverse A~!.

Satz 9.6.2 FEs gilt:
(a) Die Einheitsmatriz E ist invertierbar mit Inverse E=' = E.
(b) Ist A invertierbar, dann ist A=' wieder invertierbar, und es gilt

(A=)~ = A

2Damit AB und BA beide definiert sind, muss die Anzahl der Spalten von A gleich der
Anzahl Zeilen von B und die Anzahl Zeilen von A gleich der Anzahl Spalten von B sein.
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(¢) Sind die n x n-Matrizen A und B beide invertierbar, dann ist auch AB
invertierbar, und es gilt

(AB)™' =B7'A™%

(d) Ist A invertierbar, dann auch AT mit

(AT) " = (AT

Beweis. Alle Aussagen folgen aus der Definition 9.6.1, indem man zeigt, dass
die behauptete Inverse die Gleichung (9.23) fiir d ie jeweilige Matrix erfiillt.
Zum Beispiel ist bei (c) fiir die Inverse von AB eine Matrix X gesucht, die

(AB)X = X(AB) = E erfiillt. Die Matrix B~1A~! erfiillt diese Gleichung,
denn

(AB)Y(B™'A™)Y=ABB'A™'=AA"' = E,
E
(B'A™Y)WAB)=B 'A'AB=B'B=E.
E

Also erfiillt B~'A~! die Definition der Inverse fiir AB, und somit ist AB inver-
tierbar mit Inverser (AB)~! = B=tA~1L.

Im Fall (d) folgt durch transponieren der Gleichungen AA~! = E und
A'A=F

(ANHWTAT=F"=E, ATAYHY =ET=E.
Also ist AT invertierbar mit Inverser (A=%)T. O

Mithilfe der inversen Matrix kann man die Losung eines (quadratischen)

Gleichungssystems A¥ = b berechnen. Sei A € K™*" eine quadratische, inver-
tierbare Matrix. In dem wir AZ = b von links mit der Inversen A~! multiplizie-
ren, erhalten wir

A =b = A 'Az=A"% = i=A"%.
E

D.h. wenn & eine Losung von AZ = b ist, dann ist diese Losung von der Form
T :_’Aflb. Die Implikation kann auch umgekehrt werden: Ist der Vektor & =
A~1b gegeben, dann folgt durch Multiplikation von links mit A

F=A"% = AT¥=AA"'b=0,
E

d.h. #= A~1b ist eine Losung von AZ = b. Wir haben damit die Aquivalenz
At =b & T=A"1 (9.24)
gezeigt; sie besagt, dass das Gleichungssystem eine eindeutige Losung hat.

Satz 9.6.3 Ist die quadratische Matriz A e Knxn invertierbar, dann hat das
Gleichungssystem AZ = b die eindeutige Losung & = A™'D.
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Dass die Multiplikation mit einer invertierbaren Matrix A (von links oder

von rechts) eine Aquivalenzumformung ist, gilt allgemein: zum Beispiel ist fiir
B C e :[[('H'an
BA=C & B=CA™.
(Multiplikation von rechts mit A~! bzw. A)
Nicht jede quadratische Matrix ist invertierbar. Der néchste Satz gibt einige

Aussagen an, die zur Invertierbarkeit dquivalent sind. Spéter werden wir noch
weitere Kriterien kennenlernen.

Satz 9.6.4 (Invertierbarkeitskriterium) Sei A € K"*". Dann sind folgen-
de Aussagen dquivalent: (also (1) & (2) & ... < (5))

(1) A ist invertierbar
(2) es gibt B € K™ ™ mit AB=FE (in diesem Fall ist B= A1)
(3) es gibt C € K™" mit CA=FE  (in diesem Fall ist C = A~!)

(4) das homogene Gleichungssystem AZ = 0 hat nur die Lisung & = 0
(d.h. Kern A = {0})

(5) das Gleichungssystem AT = b ist fiir jedes b e K" losbar

Beweis. Die Beweisstrategie ist ein Ringschluss. Dabei werden nicht alle Aqui-
valenzen separat gezeigt, sondern nur Implikationen von einer Aussage zur
néchsten, dann zur dritten und so weiter, bis man wieder bei der Aussage vom
Anfang angelangt. Hier starten wir mit der Aussage (3).

(3) = (4) Wir nehmen also an, dass (3) gilt und wollen dann (4) zeigen. Sei
also C' eine Matrix mit CA = E. Dann gilt durch Multiplikation von links
mit C
Ai=0 = CAi=C0=0 = #=0.
¥

Das homogene System AZ = 0 hat also die nur die Losung # = 0, d.h. (4)
gilt.

(4) = (5) Jetzt nehmen wir (nur) an, dass (4) gilt und wollen (5) zeigen. (4)
heifit, dass das Gleichungssystem eine eindeutige Losung hat, dass also
beim Gaufiverfahren keine freien Parameter auftreten. Der Rang muss al-
so gleich n sein (Anzahl der Spalten). Wenn wir jetzt das Gaufiverfahren
fiir das Gleichungssystem AZ = b durchfiihren, haben wir wieder Rang = n
(denn der Rang ist nur abhingig von A). Der Rang ist also gleich der An-
zahl Zeilen (auch n), also gibt es keine Nullzeilen in der Zeilen-Stufenform,
und damit hat das System AZ = b eine Losung.

(5) = (2) Wir benutzen die Standardeinheitsvektoren €;. Nach (5) hat das
Gleichungssystem AZ = €} eine Losung, die wir Ej nennen. Es gilt also
Agj = €. Sei B = (51,...,5n) die Matrix, die Vektoren by, ...,b, als
Spalten hat. Dann gilt (vergleiche (9.18))
AB = (Ab,, ..., Ab,) = (&1,...,E,) = E,

d.h. (2) gilt.
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Wir haben bis jetzt die Implikationen (3) = (4) = (5) = (2) gezeigt. Insbeson-

dere gilt also (3) = (2) fiir jedes A € K™*™. Wir zeigen damit jetzt:

(2) = (3) Es gelte also AB = E. Transponieren wir diese Gleichung, erhalten
wir BT AT = E. Das heifit, dass Aussage (3) fiir die Matrix AT gilt. Weil
wir schon wissen, dass (3) = (2) gilt, gilt somit auch Aussage (2) fiir

AT. Somit gibt es eine Matrix D mit AT D = E. Transponieren impliziert
DTA=E. Also gilt (3) fiir Amit C=D".

Damit haben wir nun den Ringschluss (2) = (3) = (4) = (5) = (2) vollendet.
Somit sind alle diese Aussagen dquivalent,

2) & (3) = (@) = ()
Es bleibt noch die Aquivalenz mit (1) zu zeigen
(1) = (2) Das ist trivial, withle B = A%
(2) A (3) = (1) (Da wir schon wissen, dass (2) und (3) dquivalent sind, kénnen
wir annehmen, dass beide Aussagen gelten.) Sei also AB=Fund CA=F
mit gewissen Matrizen B, C. Dann gilt

B=EB=(CA)B=C(AB) =CE =C,

beide Matrizen sind also gleich. Also ist AB = BA = E, d.h. A ist inver-
tierbar und die Inverse ist A~! = B = C.

O

9.7 Berechnung der inversen Matrix

Wir kommen jetzt zu der Frage, wie die inverse Matrix {iberhaupt berechnet
werden kann. Ein allgemeines Verfahren gibt der folgende Satz.

Satz 9.7.1 (Berechnung von A=) Zu einer gegebenen Matriz A € K"*"
bildet man zusammen mit der n x n-Einheitsmatriz E,, die erweiterte Matrix
(A|E,). Man formt dann die erweiterte Matriz durch Zeilenumformungen so
um, dass im linken Teil die Einheitsmatrixz F, entsteht:

(AlE,) < (Eu|B) (9.25)

A ist invertierbar genau dann, wenn diese Umformung mdoglich ist. In diesem
Fall ist die im rechten Teil entstehende Matriz die Inverse B = A™1.

Beweis. Betrachte die Spalten von E,, und B,
Ep=(€1,...,E), B=(b1,...,by).
Die Umformung in (9.25) entspricht dann der gleichzeitigen Umformung

Ag) = (Edb)
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fiir jedes j = 1,...,n. Dies sind die erweiterten Koeffizientenmatrizen von Glei-
chungssystemen:
(Alg)) & AZ=¢;,  (Enlb;) < E.i=10;
Es gilt damit . .
Ar = €j & BT = bj &S = bj

also Agj = €;. Damit ist
AB = (Aby,..., Ab,) = (&1,...,E) = E,.

Somit ist A nach Satz 9.6.4 invertierbar und B = A~ O
Beachte: Bei der Umformung von (A|E,,) links auf die Einheitsmatrix beginnt
man zunéchst mit dem GauBalgorithmus, um links eine obere Dreiecksmatrix
zu erhalten. Geht dies ohne eine Nullzeile auf der linken Seite, so kann man
durch weitere Umformungen — dhnlich wie beim GauBalgorithmus, aber jetzt
von unten nach oben — auch die Zahlen iiber der Diagonalen zu Null machen,
und die Diagonaleintrage zu Eins.

Entsteht dagegen eine Nullzeile, so ist die Umformung auf Einheitsmatrix
nicht moéglich und A ist nicht invertierbar.

Tatsiichlich ist A nach Satz 9.6.4 genau dann invertierbar, wenn AZ = 0 eine
eindeutige Losung, d.h. wenn bei der Losung keine freien Parameter entstehen,
d.h. wenn der Rang gleich n ist. Dies ist aber genau dann der Fall, wenn in der
Zeilen-Stufenform keine Nullzeile entsteht. Also ist A invertierbar genau dann,
wenn bei der Umformung keine Nullzeile entsteht.

Beispiel 9.7.2 Wir wollen die Inverse von

3 0 1
A=13 1 0
-3 1 -1

berechnen (und dabei gleichzeitig ermitteln, ob A iiberhaupt invertierbar ist).
Wir bilden also (A|E,,) und formen links auf Einheitsmatrix um:

3.0 1 100
(AlEy=|3 1 0 | 0 1 0]-I
-3 1 -1 |0 0 1)+I
3.0 1 1 00
& |01 -1 | -1 10
01 0 1 0 1)-II
3.0 1 10 0\-LI
& (01 -1 | -1 1 0f+II
00 1 2 -1 1
300 -1 1 -1\-3
& (010 1 1
001 2 -1 1
S
& |01 0 1 0 1
001 2 -1 1
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Nach dem zweiten Schritt haben wir links die obere Dreiecksmatrix erreicht.
Dann haben wir die dritte Zeile benutzt, um in der dritten Spalte dariiber
Nullen zu erzeugen. Dasselbe hétten wir dann auch mit der zweiten Zeile und
der zweiten Spalte getan, aber in der zweiten Spalte stand in der ersten Zeile
schon die Null. Daher haben wir im letzten Schritt nur noch durch Multiplikation
auf der Diagonale links oben eine Eins erzeugt.
Da die Umformung auf Einheitsmatrix moéglich war (wir also keine Nullzeile
erhalten haben), ist A invertierbar und die Inverse ist
1 1 _1
3 3 3
Al=(1 0 1
2 -1 1
Um zu sehen, dass dies wirklich die Inverse ist, kann man jetzt noch die
Probe machen, also nachrechnen, dass AA™! = FE und A~™'A = E gilt. Wir
iiberlassen die Rechnung dem Leser.

In speziellen Fillen kann man die Inverse auch direkt iiber Formeln berech-
nen:

Satz 9.7.3 (A~! in Spezialfillen)
(a) Fiir eine 2 x 2-Matriz gilt

fa b 1 d —b
T .

falls ad — bc # 0.

(b) Fiir eine Diagonalmatrix

dq 0
do
A =
0 d,
gilt
! 0
d
Y
Al = do
1
O -
d,

falls alle d; # 0.

Beweis. Man priift wieder nach, dass die angegebene Inverse die Gleichung
AA™Y = A1 A = E erfiillt. Im Fall (a) ist das

a b d —b\ [(ad—bc 0 _(d =b)[(a b

¢c d)\-c a ) 0 ad—bc)  \—-c a c dj)’
und Division durch ad — be ergibt dann die Einheitsmatrix. Im Fall (b) sieht
man sofort, dass AA™' = A" 1A=E. O
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9.8 Elementarmatrizen

Es ist moglich, elementare Zeilenumformungen einer Matrix (siehe Abschnitt 6.2)
durch Mutiplikation der Matrix mit speziellen anderen Matrizen zu erzeugen.
Das beruht auf den Uberlegungen von Seite 124, Punkt 3 und 4, speziell den
Gleichungen (9.20) und (9.21), wo wir gesehen haben, dass die Zeilen eines Ma-
trixprodukts AB Linearkombinationen der Zeilen der rechten Matrix B sind.

Jeden der drei Typen von Zeilenumformungen aus Abschnitt 6.2 werden wir
jetzt durch solche Linearkombinationen darstellen, was dann der Multiplikation
mit einer zugehorigen Elementarmatriz F von links entspricht. Wir notieren
dazu die Ausgansmatrix A, an der wir die Zeilenumformung durchfiihren wollen,
mit ihren Zeilenvektoren:

A=1
5T

n/ nxn

(Zur Vereinfachung der Schreibweise lassen wir die Vektorpfeile auf den Zei-

len(vektoren) z| weg.)

Typ I: Addition eines Vielfachen der j. Zeile zur i. Zeile.

Bei dieser Umformung wird die 4. Zeile z; durch z,| + az;'— ersetzt, kurz

i. Zeile: z| — zl +aij.

Dies wird durch Multiplikation mit der Elementarmatrix

1 0
Fl(a) = (9.27)
! 0 ...a...0 1 <+ i. Zeile
0 1

nxn

erreicht. Dabei steht die Zahl « in der ¢. Zeile und j. Spalte von Filj(a),
auf der Diagonale stehen Einsen und der Rest der Matrix ist Null. Mit
den Regeln von (9.20) und (9.21) gilt dann

2

Fl-Ij(a)A = Jraij — 1. Zeile,
T
“n nxn

also genau die gewiinschte Zeilenumformung.

Typ II: Multiplikation der i. Zeile mit einer Zahl o # 0,

T

i

i. Zeile: 2z — az
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Diese Umformung wird erzeugt durch Multiplikation von links mit der

Elementarmatrix
1
FYa) = « . Zeile. (9.28)
1
nXxn
Typ III: Vertauschen von i. und j. Zeile,
Die zugehorige Elementarmatrix ist hier
1
0 e 1 — 1. Zeile
1
I = : : (9.29)
1
1 e 0 — 7. Zeile
1
nxXn

Alle Elementarmatrizen sind invertierbar. Das liegt daran, dass die elementa-
ren Zeilenumformungen Aquivalenzumformung sind, die durch Zeilenumformun-
gen des gleichen Typs wieder umgekehrt werden koénnen, was wiederum durch
Multiplikation mit den entsprechenden Elementarmatrizen dargestellt werden
kann. Die Inversen der Elementarmatrizen sind damit wieder Elementarmatri-
zen:

Fli(a)™' = Fl(~a) (9.30)
Fl(a)™! = F}I(é) (9.31)
(it =Fj (9.32)

Zum Beispiel kann die Addition von OzZ]T zur i. Zeile riickgéngig gemacht werden

durch Addition von —az;'— zur 4. Zeile; das ergibt (9.30). (9.32) sagt, dass das
Vertauschen der i. mit der j. Zeile riickgéingig gemacht wird durch erneutes
Vertauschen der i. und j. Zeile.

Im Abschnitt zur Berechnung der inversen Matrix haben wir gesehen, dass
jede invertierbare Matrix A durch Zeilenumformungen auf die Einheitsmatrix
E umgeformt werden kann (Satz 9.7.1). Da jede Zeilenumformung von A der

Multiplikation von links mit einer Elementarmatrix entspricht, gilt also
Fy..[1A=F

mit Elementarmatrizen Fi,..., F,. (F; entspricht der ersten Umformung, F,,
der letzten Umformung.) Wegen der Invertierbarkeit der Elementarmatrizen
folgt

A=F" . F,
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d.h. A ist ein Produkt von Elementarmatrizen. Wir halten dieses Ergebnis noch
als Satz fest:

Satz 9.8.1 Jede invertierbare Matrixz ist ein Produkt von Elementarmatrizen.



Kapitel 10

Determinanten

Die Determinante ist eine Zahl, die jeder quadratischen Matrix zugeordnet wird.
Sie hat viele Anwendung. Zum Beispiel gibt es ein einfaches Determinantenkri-
terium fiir die Invertierbarkeit einer Matrix.

Hinweis: In den alten Mathematik A&B Skripten finden sie den Stoff dieses
Kapitels im Skript Mathematik A, Kapitel 7.

10.1 Zweireihige Determinanten

Wir beginnen mit Determinanten fiir 2 x 2-Matrizen, die man auch zweireihige
Determinanten nennt.

Definition 10.1.1 Die Determinante der 2 x 2-Matrix
a b
A= (e )

det A = ad — bc. (10.1)

ist die Zahl

Wir kénnen sofort zwei einfache Anwendungen der 2 x 2-Determinante an-

geben:
a b
= )

ist invertierbar, wenn det A # 0. Thre Inverse ist
1 d -=b
A7l = .
det A <—c a )

(b) Mit der 2 x 2-Determinante kann man den Flicheninhalt eines Parallelo-
gramms in R? berechnen. Wir betrachten das Parallelogramm, dass von
den beiden Vektoren (&) und (g) aufgespannt wird, also von den Spalten

von
a b
A_<C d).

135

(a) Die 2 x 2-Matrix

(siehe Satz 9.7.3)
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Wir kénnen die beiden Vektoren als Vektoren v, im Raum auffassen,

a b
v=|c]|, w=|d
0 0

Nach (7.37) ist die Fliche des Parallelogramms gleich dem Betrag des
Vektorprodukts v x w. Fiir das Vektorprodukt berechnen wir

0
U X W= 0 ,
ad — be
und damit ist
|0 x @| = |ad — be| = | det A| = Fliche Parallelogramm.

10.2 n-reihige Determinanten

Die Berechnung der allgemeinen n-reihigen Determinante, also der Determinan-
te einer n x n-Matrix, erfolgt nach dem Laplaceschem Entwicklungssatz':

Definition 10.2.1 (Laplacescher Entwicklungssatz) Sei A = (a;;) € K™*"
eine n X n-Matrix. Sei A;; die (n—1) x (n—1)-Matrix, die aus A durch Streichen
der i. Zeile und j. Spalte entsteht. Dann gilt

det A = Z(—l)”jaij det A;; (Entwicklung nach j. Spalte) (10.2)
i=1

det A= (~1)""a;;det A;;  (Entwicklung nach i. Zeile) (10.3)
j=1

Durch den Entwicklungssatz wird also die Berechnung der n x n-Determi-
nante det A zuriickgefiihrt auf die Berechnung der kleineren (n — 1) x (n — 1)-
Determinanten det A;;. Es handelt sich damit um eine rekursive Definition?: Die
(n — 1) x (n — 1)-Determinanten det A;; kénnen erneut mit dem Laplaceschen
Entwicklungssatz durch Entwicklung nach einer Zeile oder Spalte berechnet wer-
den, wobei dann (n—2) x (n—2)-Determinanten entstehen, die berechnet werden
miissen, wieder mit dem Entwicklungssatz. Man wendet den Entwicklungssatz
solange an, bis man zu 2 x 2-Determinanten gelangt, die man mit Formel (10.1)
ausrechnen kann.

1Wir verwenden den Laplaceschen Entwicklungssatz hier als Definition — so ergibt sich eine
einfachere Darstellung. Aus mathematischer Sicht ist das aber nicht ganz sauber. Eigentlich
wiirde man die Determinante iiber die Entwicklung nach der ersten Spalte (z.B.) definieren,
und dann den Entwicklungssatz fiir beliebige Spalten und Zeilen beweisen.

2Rekursive Definitionen sind Thema in Mathematik B.
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Bemerkung: In den Entwicklungsformeln kommt das Summenzeichen > vor.
Es ist eine Abkiirzung fiir eine Summe mit mehreren Termen, die man sonst
durch Punkte andeuten wiirde. Zum Beispiel kann man das Skalarprodukt

T-J=a1y1+ -+ Tnyn

mit dem Summenzeichen als

n
z-y= E Z;Yi
i=1

schreiben. Das Summenzeichen bedeutet hier also, dass die Produkte z;y; nach-
einander addiert werden, und zwar von ¢ = 1 bis ¢ = n. Der Anfangswert fiir
den Summationsindex ¢ = 1 steht also unter dem Summenzeichen, der Endwert
n steht dariiber.

Beachte: Die Entwicklungsformeln (10.2) und (10.3) enthalten die Ausdriicke
(—1)"+7, die ein abwechselndes Vorzeichen ergeben, +1 wenn i+ j gerade ist, —1
wenn ¢ 4+ j ungerade ist. Diese Vorzeichen bilden ein Schachbrettmuster, wenn
man sie in Matrixform aufschreibt ((—1)"*7 steht in der i. Zeile und j. Spalte):

+ - +

Beispiel 10.2.2 (a) Als erstes Beispiel schreiben wir die Laplace Entwick-
lung nach der 1. Spalte allgemein auf. Aus (10.2) mit j = 1 bekommen

wir
n .
det A = Z(_1)1+1ai1 det Ail
i=1
= all det A11 — ag1 det A21 +—...+ (—1)"+1an1 det Anl
Es werden also nacheinander die Eintrage aq1,...,a,1 der ersten Spal-

te jeweils mit den Determinanten det A;; multipliziert, wo also die erste
Spalte und die dem Eintrag a;; entsprechende i. Zeile gestrichen wurde.
Die abwechselnden Vorzeichen stammen aus der 1. Spalte des Schachbrett-
musters. Die Entwicklung nach der 1. Spalte erfolgt also nach folgendem
Schema:

det A = o —— + e (=1

i det Aoq F--r=—===-1

! anll

|
|

as' : det Anl
|

Im Schema ist angedeutet, wie im ersten Summanden bei a1, die erste
Spalte und erste Zeile gestrichen wird, und a1; dann mit der Determinante
dieser Restmatrix Ay, multipliziert wird. Fiir as; wird entsprechend die
erste Spalte und zweite Zeile gestrichen, und so weiter. Es wird also immer
die dem Eintrag a;; entsprechende Zeile und Spalte gestrichen.
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(b) Jetzt wollen wir

det

N &~ =
co Ot N
O O W

durch Entwicklung nach der 2. Zeile berechnen. Wir gehen also die Ein-
trige der zweiten Zeile durch (4, 5,6), und multiplizieren mit den Deter-
minanten, wo die zweite Zeile und die dem Eintrag entsprechende Spal-
te gestrichen wurde. Die Vorzeichen stammen aus der zweiten Zeile des

Schachbrettmusters:
+ - +
+ - +

Damit ist also

2 3 1 3 1 2
——4det(8 9)+5det(7 9>—6det(7 8)'

Die 2 x 2-Determinanten kann man jetzt mit (10.1) berechnen.

1 2
det |4 5
7 8

O W

10.3 Dreireihige Determinanten

Wir leiten jetzt eine allgemeine Formel zur Berechnung der Determinante einer

3 x 3-Matrix
ail a2 a3
A= lax azx ax
azip asz ass

her. Dazu entwickeln wir die Determinante nach der 1. Spalte und benutzen
(10.1) fiir die entstehenden 2 x 2-Determinanten:

a a a a a a
det A=apdet | 22 ") —agrdet (2 "13) fagydet |12 13
az2 ass az2 ass a2 Aa23

= ay1(ag2as3 — a23a32) — a21(a12a33 — a13a32) + as1(aizazs — a13a22)
= 011022033 + @12023031 + Q13021032
— (31022013 — 432023011 — 433021412

Das ist die Formel, die wir schon im Abschnitt 7.12 zum Spatprodukt kennen-
gelernt haben. Es ist die Regel von Sarrus mit dem Schema

+ +  +

a1 aiz2 ais : ail a2
NOX X S

21 Q22 G23,G21 22
X XN

a31 azz2 asz 31 Aas2
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Es werden also die beiden ersten Spalten der Matrix nochmal links daneben
geschrieben, dann die Produkte entlang der Diagonalen gebildet und schlief3lich
addiert (blaue Diagonalen) bzw. subtrahiert (rote Diagonalen).

Achtung!
Die Regel von Sarrus kann nur bei 3 x 3-Determinanten angewandt werden. Fiir
alle anderen Groflen liefert das Schema falsche Werte fiir det A.

Die geometrisch Bedeutung der dreireihigen Determinante erhalten wir aus
dem Spatprodukt aus Abschnitt 7.12. Denn nach (7.39) ist die 3 x 3-Determi-
nante gleich dem Spatprodukt aus den Spaltenvektoren der Matrix, also

det A = [617627(_1:3] = (&'1 X 62) . 63

wobei d@; die Spalten von A sind, A = (d,ds, ds)sxs. Damit iibertragen sich
unsere Ergebnisse vom Spatprodukt auf die 3 x 3-Determinante:

| det A| = Volumen des von @y, ds, ds aufgespannten Spats (10.4)

und
3) rechtshiindig orientiert,

4
ST

' (10.5)

I
1

det A >0 falls (a1, ds,
det A <0 falls (@1, ds, ds) linkshéndig orientiert.

10.4 Eigenschaften und Berechnung der Deter-
minante

Mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz haben wir schon eine Mdglichkeit zur
Berechnung von Determinanten. In der Praxis ist diese rekursive Berechnung
fir die meisten Matrizen aber zu umsténdlich. Wir werden daher in diesem
Abschnitt verschiedene Regeln kennenlernen, mit denen man Determinanten
einfacher und effizienter berechnen kann.

Zunéchst einge allgemeine Bermerkungen:

Bemerkung:
(a) Fiir die Determinante von A schreibt statt det A manchmal auch |A|.

(b) Auch fiir 1 x 1-Matrizen ist eine Determinante definiert: Es gilt
A= ((111)1><1 = detA=aq;.

Man kann dann die Berechnung der 2 x 2-Determinante mit der Lapla-
ceschen Entwicklungsformel auf den 1 x 1-Fall zuriickfithren und erhélt
daraus genau die Formel (10.1) fiir 2 x 2-Determinanten.

(c) Fiihrt man die rekursive Definition der Determinante durch Laplacesche
Entwicklung fiir eine allgemeine Matrix A € K™*" komplett durch (also
z.B. wiederholte Entwicklung nach der 1. Spalte bis zu 2 x 2-Determinan-
ten), so erhiilt man die Formel von Leibniz:

det A = Z (—1)E(p)ai11ai22 o Qiun (106)
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Es wird hier die Summe iiber alle Permutationen® p von (1,...,n) ge-
bildet. e(p) ist die Anzahl von Vertauschungen zweier Zahlen um von
(1,...,n) zur Permutation p zu kommen. Da es n! verschiedene Permuta-
tionen der Zahlen 1,...,n gibt, besteht die Summe also aus n! Summan-
den! Fiir grofie Matrizen (d.h. n grof}) ist die Formel von Leibniz deshalb
vOllig ungeeignet fiir die praktische Berechnung der Determinante — die
Rechenzeit wire viel zu grof3.

Aus theoretischer Sicht ist die Formel aber von Bedeutung: Sie zeigt zum
Beispiel, dass die Determinante immer die Summe von Produkten aus n
Eintragen der Matrix ist. In jedem der Produkte kommt dabei aus jeder
Spalte und auch aus jeder Zeile nur genau ein Eintrag vor.

Fiir obere Dreiecksmatrizen lédsst sich die Determinante sehr schnell berech-
nen: sie ist das Produkt der Diagonaleintrige:

Satz 10.4.1 Fir eine obere Dreiecksmatrix gilt

ai1 * *
0 ago . .
det = 11022 ...0pnp- (107)
0 0 apn

Speziell ist die Determinante der Einheitsmatriz

1 0
det E = det =1. (10.8)

Beweis. Durch wiederholte Entwicklung nach der 1. Spalte erhélt man

a922 *
det A = aq; det (denn agy = -+ =an; =0)

ass *
= a11022 det
0 Ann

= =0a11022...0nn-

Da in der ersten Spalte bei jeder Matrix nur die oberste Zahl ungleich Null ist,
ergibt die Entwicklung (10.2) nach der 1. Spalte immer nur den einen Term, bei
dem in der Determinante die erste Spalte und erste Zeile gestrichen wird. Man
beachte auflerdem, dass sich aus dem Schachbrettmuster immer ein + ergibt
(Eintrag links oben). O

3Eine Permutation ist eine Anordnung von Zahlen (oder Objekten) in einer Reihenfolge.
Z.B. sind (1,4,3,2) und (2, 1,4, 3) zwei verschiedene Permutationen der Zahlen 1,2, 3,4.
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Beispiel 10.4.2 Folgende Matrix ist eine obere Dreiecksmatrix. Damit kénnen
wir ihre Determinante mit (10.7) berechnen:

-2 9 0 4
0 3 8 -5

det | o g 7 5 | =237 (-1)=42
0 00 -1

Der néchste Satz und seine Folgerung zeigen uns, wie sich die Determinante
unter Zeilen- und Spaltenumformungen der Matrix dndert (bzw. in einem Fall
nicht dndert).

Satz 10.4.3 Die Determinante ist linear und alternierend in den Zeilen und
Spalten:

(a) Die Determinante ist linear in jeder Zeile, d.h. es gilt

a1 . QA1n
det | a;1 +b;1 ... ain + bin
an1 N Amn,
a1 . QA1n ail e QA1n
= det a;1 . Qin + det bil . b,n (109)
an1 ‘e QApn Qan1 PN Amn,
und
ail cee A1n ailr ... Qin
det | Aa;1 ... Xajg, | =Xdet | a;1 ... ain (10.10)
apnl - Qpn Apl .-+ Qpn
fir jedesi = 1,...,n. Genauso ist die Determinante linear in jeder Spalte,

d.h. es gelten die analogen Formeln fiir die Spalten.

(b) Die Determinante ist alternierend in Zeilen und Spalten. D.h. vertauscht
man in der Matriz A zwei Zeilen oder zwei Spalten und bezeichnet die
neue Matrixz mit A, so gilt

det A = — det A.

Beweis. Die Aussagen zeigt man durch fortgesetzte Entwicklung nach der
1. Spalte oder Zeile und vollstéindige Induktion. Wir iibergehen die Details.
O

4Vollstéandige Induktion ist ein mathematisches Beweisverfahren und wird in Mathematik B
besprochen.
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Folgerung 10.4.4
(a) Enthdlt A zwei gleiche Zeilen oder eine 0-Zeile, dann ist det A = 0.

(b) det A bleibt gleich bei Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen
Zeile.

Beide Aussagen gelten genauso fiir Spalten.

Beweis. Seien z1,..., 2, die Zeilen von A, also
21
A =
Zn

Die z; sind also Zeilenvektoren. (Zur Vereinfachung schreiben wir hier z; statt
Z;'—.) Nehmen wir zuerst an, dass z; = z; gilt. Vertauschen wir die 4. und j. Zeile
in der Determinante, so #ndert sich nach Satz 10.4.3 das Vorzeichen. Wegen
z; = z; haben wir aber nach dem Vertauschen wieder dieselbe Matrix wie am
Anfang:

Z; Zj Zi
detA=det| : | =—det| : | =—det| : | =—detA.

Zj Zg Z4

Es gilt also det A = —det A, das geht aber nur wenn det A = 0. Sei jetzt die
1. Zeile komplett Null, also z; = (0, ...,0). Es gilt dann z; = 0z; und aus (10.10)
folgt

21

det A=det | 0z; | =0-det | 2, | =0.

Zn

Damit haben wir (a) gezeigt.

Jetzt zu (b): Wir betrachten die Determinante der Matrix, bei der wir zur
i. Zeile ein Vielfaches der j. Zeile addiert haben, also z; — z; + az;. Aus der
Linearitat der Determinante in der i. Zeile ergibt sich dann

Zi + az; Zi Zj
det 5 =det | : | +adet| ! | =detA.

Zj <j Zj

0

Die zweite Determinante in der Summe ist Null nach Teil (a), weil in ihr die 3.
und j. Zeile gleich sind. O
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Beachte: (10.10) besagt, dass ein gemeinsamer Faktor A einer Zeile vor die
Determinante gezogen werden kann. Man kann die Gleichung aber auch so um-
formen:

aii . A1n aii . A1n
. . 1 . .
det ;1 ‘e in = X det )\ail ‘e )\am (1011)
an1 .- QApn [02°%) ce Apn

Das heifit: multipliziert man in der Determinante eine Zeile mit einer Zahl X, so
muss man die neue Determinante durch A teilen, also mit % multiplizieren, um
Gleichheit zu erhalten! (Dasselbe gilt wieder fiir Multiplikation einer Spalte.)

Der letzte Satz und die Folgerung ermoglichen es, durch Zeilen- und Spal-
tenumformungen eine Determinante auf obere Dreiecksform zu bringen. Dann
kann sie einfach berechnet werden. (Produkt der Diagonaleintrige, Satz 10.4.1)

Beispiel 10.4.5 Wir berechnen folgende Determinante durch schrittweise Um-
formung auf obere Dreiecksmatrix:

9 4 6 8 1 2 3 4

3 2 1 3 3 2 1 3| -3r
det {00 0 1]=2%€ g o 0 1
00 2 1 00 2 1

1 2 3 4

0 -4 -8 -9

_2det0001

00 2 1

1 2 3 4

0 -4 -8 -9

_—2det0021

00 0 1

:_2.(1.(_4).2.1):_2.(—8):16

Im ersten Schritt wurde der Faktor 2 aus der ersten Zeile vor die Determinan-
te gezogen (bzw. die erste Zeile durch 2 geteilt, vergleiche (10.11). Im dritten
Schritt wurden 3. und 4. Zeile vertauscht, was zu dem Minuszeichen vor der De-
terminante fithrt. Der letzte Schritt ist dann die Berechnung der Determinante
fiir die entstandene obere Dreiecksmatrix.

Bemerkung: Oft ist eine komplette Umformung auf obere Dreiecksform nicht
notig, um die Determinante effizient berechnen zu kénnen. Man kann stattdes-
sen versuchen, durch Zeilen- oder Spaltenformung in einer bestimmten Spalte
oder Zeile moglichst viele Nullen zu erzeugen. Entwickelt man dann nach dieser
Spalte bzw. Zeile, so fillt fiir jeden Nulleintrag die zugehérige (n — 1) x (n —1)-
Determinante det A;; in der Entwicklungsformel weg, siehe (10.2) und (10.3).



144 KAPITEL 10. DETERMINANTEN

Im besten Fall ist nur ein Eintrag der Spalte oder Zeile ungleich Null, sodass
nur eine (n — 1) x (n — 1)-Determinante stehen bleibt. Zum Beispiel ist fiir

1 2 3 4
5 6 7 8
0 0 0 -9
~1 -2 -3 —4

A:

durch Entwicklung nach der dritten Zeile

1 2 3
det A=—(—9)-det | 5 6 7
-1 -2 -3

(Beachte das zusétzliche Minuszeichen nach der Schachbrettregel!) Die verblei-
bende 3 x 3-Determinante kann nun mit der Sarrus-Regel berechnet werden.

Wir kommen nun zu einigen weiteren Rechenregeln fiir die Determinante:

Satz 10.4.6 Fir A,B € K"*", A € K gilt:
(a) det(AA) = A" det A
(b) det(AB) =det A - det B
(c) det A =det AT
(d) det(AF) = (det A)F (k€ N¥)

(e) A invertierbar < det A # 0. In diesem Fall gilt

1
det A™! = .
¢ det A
Beweis.
(a) Seien wieder 21, ..., 2, die Zeilen von A. Damit ist dann
)\Zl
M=| :
Azn

In det(AA) kann dann aus jeder Zeile ein Faktor A vor die Determinante
gezogen werden (Linearitéit in den Zeilen, (10.10)):

21 21
)\22 Z9 z1

det AA = Adet | A28 [ = X2det | A3 [ =...=A"det | : | = A"det A

Zn

AZp Azp,
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(el) Durch elementare Zeilenumformungen kann A auf obere Dreiecksform A
gebracht werden (GaufBlalgorithmus):

C~L11 *
A =
0 ann
Nach Satz 9.6.4 ist A invertierbar genau dann, wenn Kern A = {0}, d.h.
wenn die Losung von AZ = 0 keine freien Parameter enthélt, d.h. wenn
der Rang n ist. Dies wiederum ist genau dann der Fall, wenn alle &;; # 0;

denn sonst hétte man eine Nullzeile in ﬁ, oder kénnte sie durch weitere
Zeilenumformungen erzeugen. Wegen Satz 10.4.1 folgt

alle a;; 20 < detA#£0 < detA#0.

Die letzte Aquivalenz gilt, da nach Satz 10.4.3 und Folgerung 10.4.4 bei
Zeilenumformungen die Determinante entweder gleich bleibt, oder mit ei-
ner Zahl # 0 multipliziert wird, oder ihr Vorzeichen édndert. Die Determi-
nante kann damit durch Zeilenumformungen nicht zu Null werden, wenn
sie vorher ungleich Null war. Zusammengefasst ist somit A invertierbar
genau dann wenn det A # 0.

(b) Wir zeigen zunichst, dass (b) fiir den Fall gilt, dass A eine Elementarma-
trix ist (siche Abschnitt 9.8).

1. A = F' Elementarmatrix Typ I: Da die Multiplikation von links mit
FT die Addition des Vielfachen einer Zeile zu einer anderen bewirkt,
gilt (Folgerung 10.4.4)

det(F'B) = det B

fiir jede Matrix B € IK"*". Speziell ist det F' = det E = 1 (wiihle
B = E). Damit folgt

det(F'B) = 1-det B = det F' - det B.
2. A= FY(a) Typ II: Nach (10.10) ist
det (F"()B) = adet B,
speziell det F''(a) = a. Also folgt

det (F"(a)B) = avdet B = det F"' () - det B.

3. A= F Typ III: Hier gilt (nach Satz 10.4.3):
det (F''B) = —det B, detF' =1

= det (F"'B) = det F''' - det B.

Sei nun A eine beliebige invertierbare n x n-Matrix. Nach Satz 9.8.1 ist A
Produkt von Elementarmatrizen, A = F} ... F,,. Da wir (b) fir Elemen-
tarmatrizen gezeigt haben, gilt
det(AB) = det (F\ ... F,yB) = det Fy - det (Fy ... F,,B) = . ..
=det Fy ... -detF,, -det B.



146

KAPITEL 10. DETERMINANTEN

Speziell (B = F) gilt det A =det F} - ... - det F},, und damit folgt dann

det(AB) = det A - det B.

Ist schlieBSlich A nicht invertierbar, so ist auch AB nicht invertierbar. Denn
nach Satz 9.6.4 gibt es dann ein be K", fir das AT = b nicht 16sbar ist,
d.h. fiir alle ¥ gilt AZ # b. Damit gilt auch ABZ # b fiir alle Z, und somit
ist AB nicht invertierbar. Nach (el) ist dann

det A = det(AB) =0

und es folgt
det(AB) =0-det B =det A - det B.

Zunichst gilt det F = det F'T fiir jede Elementarmatrix F. Denn fiir eine
Elementarmatrix vom Typ I ist FT wieder Elementarmatrix vom Typ I,
und damit (siehe oben) det F' = 1 = det F'". Ist F vom Typ II oder III,
so ist schon F = F'T.

Sei nun wieder A invertierbar, also A = Fj ... F,, Produkt von Element-
armatrizen. Dann gilt AT = F] ... F|" und somit

det AL det Fy - ... det Fyp = det FT - ... -det Fy 2 det AT.

Ist A nicht invertierbar, dann auch A" nicht invertierbar (siehe Satz 9.6.2)
und es folgt det A =0 =det AT.

(d) Aus (b) folgt sofort

det(A*) =det(A-...-A) =det A-... - det A= (det A)*.

k mal

(e2) Ist A invertierbar, so gilt AA~! = E und mit (b) folgt

1
detA-detA ' =detE=1 = detd™ = .
det A

Bemerkung:

e Fine quadratische Matrix A mit det A # 0 heif3t requldr, sonst singulir. Es

sind also genau die reguldren Matrizen invertierbar, die singuldren nicht
invertierbar.

e Wie bei oberen ist auch bei unteren Dreiecksmatrizen die Determinante

gleich dem Produkt der Diagonaleintrige:
ail 0
det =Q11...0pn-
* Ann

Dies folgt (zum Beispiel) aus det AT = det A und der Formel (10.7) fiir
obere Dreiecksmatrizen.
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Achtung!
det(AA) ist nicht gleich X - det A, sondern es gilt det(AA) = A" det A bei n X n-
Matrizen. Auflerdem gibt es fiir det(A + B) keine Formel!

Eine Matrix A € IK™*™ ist eine Blockdreiecksmatriz, wenn sie die Form

B -
A— ,,L,C, }k Zeilen (10.12)
0.D

k Spalten

hat. Die Matrix A kann also so in Blocke eingeteilt werde, dass unten links eine
Nullmatrix steht. Dabei miissen die Diagonalblécke B und D quadratisch sein,
d.h. in A werden die ersten k Zeilen und k Spalten von den restlichen n — k
Zeilen und Spalten getrennt. Damit ist dann B € KF*F C € KF*("=F) D ¢
K(=k)x(n=k) ynd die Nullmatrix hat die GroBe (n — k) x k.

Bei Blockdreiecksmatrizen ist die Determinante das Produkt der Determi-
nanten der Diagonalblocke:

Satz 10.4.7 Fir eine Blockdreiecksmatriz A der Form (10.12) gilt
det A = det B - det D.

Beweis. Die Formel ist klar fiir den Fall, dass B, D obere Dreiecksmatrizen sind.
Den allgemeinen Fall zeigt man mit Zeilenumformungen auf oberer Dreiecksform
oder durch Entwicklung nach der 1. Spalte und vollstéindige Induktion. ]

Beispiel 10.4.8 Folgende Matrix ist eine Blockdreiecksmatrix:

2 1 8 8 10
3 -2 7 -3 4
A=|0 0 1 -1 1
0o 0 8 0 2
0o 0 2 4 3
Fiir ihre Determinante gilt damit
2 1 8 8 10
3 -2 7 -3 4 5 1 1 -1 1
det]O 0 1 -1 1 zdet<3 _2)-det 8 0 2
0 0 8 0 2 2 4 3
0 0 2 4 3

10.5 Anwendungen der Determinante

Zwei mogliche Anwendungen der Determinante sind die Losung quadratischer
Gleichungssysteme AZ = b mit der Cramer-Regel sowie die Berechnung der
inversen Matrix. Daneben hat die Determinante aber noch viele andere ,, An-
wendungen®, die Berechnung von Flicheninhalt (Parallelogramm) und Volumen
(Spat) sowie Orientierung von Vektoren haben wir schon gesehen; andere folgen
in spéteren Kapiteln (lineare Unabhiingigkeit) oder in Mathematik B (Eigen-
werte, Definitheit).
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Cramer-Regel

Satz 10.5.1 Sei A = (d1,...,0n)nxn € K"*™ eine invertierbare quadratische

Matriz mit den Spaltenvektoren @y, ...d,, und sei b € K™. Dann gilt fir die
T

Jj. Komponente der Lésung & = | : | des linearen Gleichungssystems AT = b:

Tn

1

= detAdet(al,...,b,...,an).

Zj

Daber steht der Vektor b in der Determinante genau in der j. Spalte, d.h. es
wird d; durch b ersetzt.

Beweis. Wir schreiben das Matrix-Vektor-Produkt AZ als Linearkombination
der Spalten von A (vergleiche (9.19)):

b=Ax =x1a1 + ...+ Tpa,.

(Zur Schreiberleichterung lassen wir die Vektorpfeile wieder weg) Mit der Li-
nearitdt der Determinante in der 1. Spalte folgt dann

det(b, az,...,an)
= xq det(ar,aq,...,a,) + xadet(ag, as,...,a,) + ...+ x, det(an, ag, ..., an)

0 0
=zx1det A

Die hinteren Determinanten sind Null, da jeweils zwei Spalten gleich sind. Teilt
man nun durch det A, so erhélt man die Gleichung fiir z;. Die Gleichungen fiir
Z9,...,T, ergeben sich ebenso. O

Beispiel 10.5.2 Wir berechnen die Komponenten der Losung des Gleichungs-

systems
- 3 1 1\ 1
(o )0 - ()

Es ist det A = —6 — 2 = —8. Nach der Cramer-Regel folgt dann

1 1 1 1
xl—detAdet<6 _2) —_—8'(—2—6)—1,

1 3 1) 1 16
= det - (18-2)=—— =2
27 qet A ° (2 6) 5 (18-2)=-3

Bemerkung: Die Cramer-Regel ist fiir grofle Gleichungssysteme, also grofles
n (viel) aufwindiger als das Gauiverfahren. (Sowohl numerisch als auch fiir die
Brechnung von Hand). Sie kann aber geeignet sein, um (bei kleinem n) nur eine
oder wenige Komponenten x; der Losung zu berechnen.
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Berechnung der inversen Matrix mittels Determinante

Die Inverse einer reguldren Matrix A = (ai;)nxn ist gegeben durch

1
det A

A* (10.13)

wobel
T

A* = (-1 det Ay) (10.14)

die sogenannte ,,Adjunkte“von A ist. A;; ist hier wieder die Matrix, die aus A
durch Streichen der 4. Zeile und j. Spalte entsteht (siehe Abschnitt 10.2). Im
Fall einer 3 x 3-Matrix erhélt man etwa

det A11 —det A21 det A31
—det A12 det A22 —det A32
det A13 —det A23 det A33

1
T det A

Im 2 x 2-Fall ergibt sich aus (10.13) genau die Formel (9.26).

Wie schon bei der Cramer-Regel gilt auch hier: Fiir grofle n ist die Berech-
nung der kompletten Inversen A1 iiber Determinanten viel zu aufwindig. Fiir
die Berechnung einzelner Eintrige von A~! kann die Formel jedoch sinnvoll sein.

Die Formeln (10.13), (10.14) ergeben sich iibrigens, indem man die Lésungen
gj von Agj = €5 mit der Cramer-Regel berechnet; [_)'j ist dann genau die j. Spalte
von A~ siehe den Beweis von Satz 9.7.1.
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Kapitel 11

Grenzwerte und Stetigkeit

Grenzwert und Stetigkeit sind die beiden grundlegenden Begriffe, auf denen die
Untersuchung von Funktionen, die Analysis, aufbaut. So sind etwa Ableitung
und Integral beide {iber Grenzwerte definiert.

Hinweis: In den alten Mathematik A&B Skripten finden sie den Stoff dieses
Kapitels im Skript Mathematik A, Kapitel 2.3, 2.4.

11.1 Der Grenzwert einer Funktion

Wir beginnen mit einem einfiihrenden Beispiel:

Beispiel 11.1.1 Wir betrachten die abschnittsweise definierte Funktion

x2, r <1
fFTR=>R, f(z)=<-1, r=1
r+1, x>1

Thr Graph ist in Abbildung 11.1 dargestellt. f hat in g = 1 eine ,,Sprungstelle®.
Man beachte, dass fiir g = 1 weder f(z) = 22 gilt noch f(z) = z + 1 (wegen
den Bedingungen x < 1 bzw. x > 1 in der Definition von f). Vielmehr ist fiir
xo = 1 der Funktionswert f(1) = —1 definiert. Im Graphen ist durch die kleinen
nichtausgefiillten Kreise bei o = 1 angedeutet, dass diese Punkte nicht mehr
zum Parabelast bzw. dem Geradenstiick gehéren. Man kann ihnen aber beliebig
nahe kommen:

Bei Anniherung von links an zo = 1, das heifit mit x < 1, ist y = f(z) = 22,
und dieser y-Wert néhert sich beliebig dicht an y = 1 an, wenn « immer niaher
von links an xg = 1 heran kommt. Entsprechend ist bei einer Anndherung von
rechts an g =, das heift mit = > 1, der Funktionswert y = f(z) = 4+ 1, und
dieser nahert sich beliebig dicht nah an y = 2 an, wenn x von rechts immer
niher an xp = 1 heran kommt. Diese beiden Anniherungen sind aber ganz
unabhiingig vom tatséichlichen Wert von f bei xq, denn der ist f(1) = —1.

Dieses beliebig dichte Annéhern einer Funktion bzw. eines Funktionsterms
an einen bestimmten Wert nennt man einen Grenzwert:

151



152 KAPITEL 11. GRENZWERTE UND STETIGKEIT

y
2,,
1,,

20 =1 T
_177 .

Abbildung 11.1: Zur Definition des Grenzwerts einer Funktion

Definition 11.1.2 Die Funktion f : D — R hat an der Stelle x¢ den Grenzwert
y, wenn sich bei Anniherung von x an ¢ der Funktionswert f(z) beliebig nah
an y annihert. Man schreibt hierfiir?

Jim f(z) =y
oder auch
f@) >y bei z— xg.

Fiir x — xo sagt man auch ,z konvergiert gegen x“; entsprechend ,, f(z) kon-
vergiert gegen y* fiir f(z) — y.

Beachte: Beim Grenzwert © — xg werden nur die Werte = # zy betrachtet!
(Siehe das einfithrende Beispiel.)

Der Grenzwert lim,_,,, f(x) ist ein beidseitiger Grenzwert, d.h. bei © — zg
wird x < xg und = > =z zugelassen, die Anndherung wird also gleichzeitig
von links und von rechts betrachtet. Im einfithrenden Beispiel 11.1.1 haben wir
dagegen die Fille, dass sich x von rechts oder von links an xg annéhert, getrennt
betrachtet. Das sind dann sogenannte einseitige Grenzwerte, fiir die man eine
der folgenden Schreibweisen verwendet:

e rechtsseitiger Grenzwert (d.h. nur > ¢ bei x — z9):

f}l:r?g flz) = Jm () = lim f(z)

e linksseitiger Grenzwert (nur = < zp):

li = i = 1Ii
A, 1) = i f0) = M 1@

1Das Kiirzel lim steht fiir ,limes“, das lateinische Wort fiir ,, Grenze“.
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Zwischen den einseitigen und dem beidseitigen Grenzwert besteht folgende
Beziehung:

Lemma 11.1.83 Die Funktion f hat in x¢ den (beidseitigen) Grenzwert y genau
dann, wenn der linksseitige und der rechtsseitige Grenzwert von f in xq beide
gleich y sind. Formal:

li = < =y= 1l

Jim f(z) =y Jm f(z) =y = lim f(z)

Sind dagegen die einseitigen Grenzwerte in xo verschieden, limy »,, f(x) #

limg~ o, f(), so hat die Funktion in xo keinen (beidseitigen) Grenzwert, d.h.
limg_,,, f(z) existiert nicht.

Im einfithrenden Beispiel 11.1.1 hatten wir die einseitigen Grenzwerte in
zo = 1 betrachtet. Wir schreiben die entsprechenden Rechnungen jetzt nochmal
formal auf: Fiir den linksseitigen Grenzwert (also bei z < 1) ist

li =limz®=1>=1.

lim /() = Jim @
Wegen z 1, also x < 1, gilt fiir die Funktionswerte f(z) = 22 (nach der
Definition von f); das haben wir in die Rechnung eingesetzt. Fiir # — 1 nihert
sich nun 2?2 beliebig dicht an 12, d.h. 22 — 12, und damit erhalten wir 12 = 1

als Grenzwert.
Fiir den rechtsseitigen Grenzwert (also x > 1) ergibt sich entsprechend

lim f(z)=lmz+1=1+1=2.

N1 o \(1
Insbesondere ist hier lim, ~ f(x) # lim,\1 f(2) und damit existiert in diesem
Beispiel der beidseitige Grenzwert lim,_,; f(x) nicht.

Bemerkung: Unsere Definition des Grenzwerts in 11.1.2 ist anschaulich, aber
nicht sehr exakt. (Was soll ,beliebig nahe Anniherung” genau heiflen?) Wir
geben daher jetzt noch die mathematisch exakte Definition des Grenzwerts an:

Definition 11.1.4 f hat in g den Grenzwert y, wenn es zu jedem (noch so
kleinen) £ > 0 ein 6 > 0 gibt, sodass

|z —xzo]l <d = |f(z)—y|<e furze D\{zo}.

Das bedeutet: Ist der Abstand von z zu g, also | — xgl, hinreichend klein
(ndmlich kleiner als ), dann ist auch der Abstand |f(z) — y| von f(z) zu y
klein, ndmlich kleiner als €.

11.2 Rechenregeln fiir Grenzwerte

Satz 11.2.1 (a) Giltlim,_,,, f(x) = v und lim,_, ., g(x) = w, dann gilt auch
lim (f(z) £g(x)) =ut+w
Tr—xo

mlgrx; cf(z) =cu (fir c € R)
Jim f@)gle) = ww
flx) _w

lim ———= = — falls w #0
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Abbildung 11.2: Figur zur Berechnung des Grenzwerts lim, o *3*

(b) Gilt f(z) < g(z) < h(x) und ist

Jim f(z) =y = lim h(z),
dann st auch
lim g(z) =y.

rT—rT0o
Alle Regeln gelten genauso fir einseitige Grenzwerte.
(Alle Regeln sind anschaulich klar, wir verzichten daher hier auf einen Beweis.)

Mit den obigen Regeln ist es moglich, aus schon bekannten Grenzwerten,
neue zu bestimmen. Wir zeigen das hier an einem Beispiel:

Beispiel 11.2.2 Wir wollen den Grenzwert

. sinz
lim
z—0 X

bestimmen. Man beachte zunéchst, dass wir die Regel lim,_,g g Ei; = = nicht
anwenden kénnen, da w = lim,_,g x = 0 ist, oder — anders gesagt ~ wir im Grenz-
wert 8 erhalten wiirden, was nicht definiert ist. Um den Grenzwert doch zu be-
rechnen, verwenden wir nun eine geometrische Uberlegung und dann 11.2.1(b).2
Wir betrachten die Figur in Abbildung 11.2: Es sind zwei ineinander liegende
rechtwinklige Dreiecke mit dem Winkel a.. Das innere Dreieck hat eine Hypote-
nuse der Linge 1 und die Katheten sin a und cos a. Das duflere Dreieck hat eine
Ankathete mit Liange 1 und die Gegenkathete tan . Zusiitzlich betrachten wir
noch den Kreissektor mit Radius 1, der aus dem &ufleren Dreieck ausgeschnitten
wird. Wir bestimmen nun die Flidcheninhalte dieser drei Flichen. Es gilt

e inneres Dreieck: Fliache A = % cos o - sin o

e Kreissektor: Fliche A+ B=7-12- o _ @
2w 2

e dufleres Dreieck: Fliche A+ B+ C = %tana

2Spiter lernen wir mit der Regel von I"Hospital eine andere Moglichkeit kennen, diesen
Grenzwert zu berechnen.
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Man beachte, dass wir bei der Formel fiir die Fliche des Kreissektors explizit
den Winkel a in Bogenmaf} benutzen. (Denn im Nenner steht 27 und nicht 360°)

Damit ist dann

1

icosowsinag < —tana.

N | =

Aus der ersten Ungleichung folgt

. sin « 1
cosasina < a & < ,
« Ccos &

aus der zweiten erhalten wir

sin o sin o

a<tana = & cosa <

CoS & «

Damit folgt also
sin « 1
cosa < < . (11.1)
« Ccos &

Hierauf kénnen wir jetzt 11.2.1(b) anwenden: Die Grenzwerte fiir @ — 0 des
linken und rechten Terms sind
1

. ) 1
lim cosa = cos0 =1, lim =-=1
a—0 a—0cosa 1

Die Terme links und rechts in (11.1) konvergieren also beide gegen 1. Damit
muss dann also auch der mittlere Term gegen 1 konvergieren,

lim 2% 1.
a—0 «
Somit ist also )
lim 208 = 1, (11.2)
z—0 X

Dieses Ergebnis konnen wir jetzt benutzen, um andere Grenzwerte zu be-
rechnen. Zum Beispiel ist, nach den Rechenregeln 11.2.1(a),

. 2sinz-cosx . sin x . sinx .
lim ———— =2 1lim -cosx ) =2 lim - lim cosx
x—0 X x—0 xr x—0 X x—0
—1 N——
—1 =1 =1

Wir haben hier den Bruch so zerlegt, dass wir bekannte Grenzwerte, speziell
den von *-%, benutzen konnen.

Bemerkung: Fiir das Ergebnis (11.2) ist wesentlich, dass fiir den Sinus der
Winkel im Bogenmaf} benutzt wird. Berechnet man zum Beispiel mit dem Ta-
schenrechner den Ausdruck % fiir immer kleinere Werte von z (also z — 0),
so bekommt man nur dann Werte, die sich immer mehr an 1 anndhern, wenn
man den Sinus im Bogenmafl benutzt. Verwendet man dagegen fiir den Taschen-
rechner die Grad-Einstellung, so ergibt sich ein anderer Wert. (Probieren Sie es
aus!)



156 KAPITEL 11. GRENZWERTE UND STETIGKEIT

11.3 Stetigkeit

Definition 11.3.1 Die Funktion f : D — R heifit stetig an der Stelle xg € D,
wenn

lim f(z) = f(xo). (11.3)

Tr—rxo

(Insbesondere muss der beidseitige Grenzwert lim,_, ., f(z) existieren.)
Die Funktion heifit stetig (auf D), wenn f an jeder Stelle zy € D stetig ist.

Anschaulich bedeutet Stetigkeit, dass der Graph von f (bis auf Definiti-
onsliicken) keine Sprungstellen hat.

Beispiel 11.3.2 (a) Wir betrachten die Funktion

cos x, <0
flx)=<92z+1, 0<xz<1
Ve, x>1

Da an den beiden Stellen z = 0 und = = 1 unterschiedliche Funktionsterme
zusammentreffen, sind dort moéglicherweise Sprungstellen, d.h. f koénnte
dort nicht stetig sein. Um zu priifen, ob f an der Stelle zp = 0 stetig ist,
berechnen wir zunéchst dort die einseitigen Grenzwerte:

li = =1 li =-2- 1=1.
linp, f(z) =cos0 =1, Jimy f(z) 0+

Die einseitigen Grenzwerte sind gleich, also ist das auch der beidseitige

Grenzwert:
lim f(z) =1.

x—0

Da dies aber auch der Funktionswert in 2y = 0 ist, also

lim f(z) =1 =cos0 = f(0),

z—0
folgt, dass f in xg = 0 stetig ist. Fiir die Stelle zy = 1 ist

il/‘mlf(x):—?l—l—l:—l, wh\mlf(m):\ﬁzl.

Da die einseitigen Grenzwerte hier verschieden sind, existiert der beidsei-
tige Grenzwert lim,_,1 f(x) nicht. Damit ist f in 2o = 1 nicht stetig.

ﬂ@={ﬁ’x#1

r=1

(b) Sei jetzt

Hier ist

lim f(z) = lim e* = ¢! =e.
z—1 z—1

Der (beidseitige) Grenzwert existiert also, ist aber nicht gleich dem Funk-
tionswert:

lim f(z) = e # f(1) = .

Damit ist f in zg = 1 nicht stetig.
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Beachte, dass bei  — 1 immer = # 1 gilt und somit f(z) = e* bei der
Berechnung des Grenzwert verwendet wird. Einseitige Grenzwerte sind
hier nicht nétig, da fiir # > 1 und = < 1 der Funktionsterm der Gleiche
ist.

In Bezug auf Stetigkeit gelten folgende Regeln:

Satz 11.3.3 (a) Sind f : Dy — R und g : Dy — R stetig, dann sind auch
die Funktionen

(fEg)(z)=f

(cf)(x) =cf(=

(f9)(x) = f(x)g(x)
1Y gy 1)

’ (g) (=) g(z)

o (fog)(z)= f(g(x))

alle stetig, dort wo sie definiert sind.

x) £ g(x)
(ceR)

(b) Ist f : D — R invertierbar und stetig, dann ist auch die Umkehrfunktion
f1 stetig.
(¢) Die Standardfunktionen
x", sin, cos, tan, e*, arcsin, arccos, arctan, In, {/z

sind alle (auf ihren Definitionsbereichen) stetig.

Beispiel 11.3.4 Die Funktion

flz) = \/sin (”;2_—12) + %

ist durch Addition, Division und Verkettung zusammengesetzt aus den Stan-
dardfunktionen. Daher ist f stetig auf ihrem Definitionsbereich.

11.4 Grenzwerte und Unendlich

Beim Grenzwert einer Funktion kann an zwei Stellen eine Konvergenz nach
Unendlich auftreten: einmal bei den Funktionswerten f(z), und einmal bei der
Variablen x selbst. Auch der Fall ,—oco“ ist moglich.

(a) Es gilt

lim f(z) =00 <&  f(x) wird beliebig grofl wenn = — z.
T—T0o

Eine mathematisch prdzise Definition dieses Grenzwerts wire:

Zu jedem (noch so grofien) L > 0 gibt es ein (kleines) § > 0
sodass gilt

|t —zo| <0, x#x9 = f(z)>1L
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Analoges gilt bei einseitigen Grenzwerten = * x¢ und x \, zo.
(b) Es gilt
lim f(z)=y < f(x) = y wenn z beliebig grof wird.

r—00
(c¢) Entsprechend sind die Grenzwerte
Jim f(z) =—co,  lim_f(z)=y
erklart.
Beispiel 11.4.1 (a) Wir betrachten die Funktion
1
[R\{0) SR, f() =

Thr Graph ist:

Am Graphen kann man folgende Grenzwerte ablesen:

.1 .1

lim — = oo, lim — = -0
lim — =0, lim — =0
rT—00 I rT—>—00 I

Die Grenzwerte kann man aber natiirlich auch direkt aus dem Funktions-
term f(z) = L erhalten. Zum Beispiel wird bei z \, 0 der Nenner von 1
beliebig klein (bleibt aber positiv), so dass der Bruch % beliebig grofl wird;
es gilt also % — oo fiir z \ 0. Bei z * 0 dagegen wird « vom Betrag her
beliebig klein, ist aber negativ. Damit ist auch % negativ und wird vom
Betrag beliebig grof}; somit ist % — —oo fiir x /0.

(b) Der Graph der Exponentialfunktion f(z) = e® ist

7
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Fiir £ — oo und £ — —oo erhalten wir die Grenzwerte

lim e* = oo, lim e* =0 (11.5)
Tr—r00 r—r—00

(c¢) Die Logarithmusfunktion f(x) = Inz hat den Graphen

/

Hier gilt

lim Inz =
Tr—r 00

)

lim Inz = —o0. (11.6)
0

Das der erste Grenzwert fiir £ — oo hier tatséchlich unendlich ist, ergibt
sich iibrigens durch Umkehrung des Grenzwerts der Exponentialfunktion
(y=e* < ax=Iny):

r—o00, y=e¥— o0

& y—00, lny=z—00

Im Graphen entspricht das widerum der Spiegelung an y = x beim Uber-
gang von e® zur Umkehrfunktion In x.

11.5 Anwendung der Stetigkeit: Auffinden von
Nullstellen

Man kann die Stetigkeit einer Funktion dazu benutzen, Nullstellen der Funktion
zu bestimmen. Hier geht es aber nicht darum, eine Nullstelle direkt auszurech-
nen, sondern um die Aussage, dass in einem bestimmten Intervall mindestens
eine Nullstelle liegen muss.

Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion, die (mindestens) auf dem Intervall
[a,b] definiert ist. Angenommen, es gilt

fla) <0 und f(b) > 0.

Dann muss es ein xg € ]a, b geben mit f(zg) = 0, d.h. f hat eine Nullstelle zg
zwischen a und b.

Das folgt daraus, dass f zwischen a und b das Vorzeichen wechselt (von Mi-
nus nach Plus), siehe Abbildung 11.3. Auflerdem ist f auf dem ganzen Intervall
[a,b] definiert und dort stetig, und hat somit auf dem Intervall keine Sprung-
stellen (oder Definitionsliicken). Somit muss der Graph von f auf dem Weg von
negativen zu positiven Funktionswerten irgendwo zwischen a und b die z-Achse
schneiden; f hat dort also eine Nullstelle.
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Abbildung 11.3: Nullstelle einer stetigen Funktion bei Vorzeichenwechsel

Die gleiche Argumentation gilt natiirlich, wenn f(a) > 0 und f(b) < 0,
also bei einem Vorzeichenwechsel von Plus nach Minus. Auch dann gibt es eine
Nullstelle im Intervall |a, b[.

Mit dieser Methode wird also die Nullstelle zwar nicht wirklich berechnet;
das Ergebnis sagt aber aus, dass eine Nullstelle zwischen a und b liegen muss.
Man weif} also, dass es einen Nullstelle gibt und kennt auflerdem ihre ungefihre
Lage.

Beispiel 11.5.1 Wir suchen eine Losung der Gleichung
e’ = —u. (11.7)

Aquivalent heifit das, dass wir den Schnittpunkt der Kurven y = €* und y = —z
bestimmen wollen:

—X

Anhand der Kurven sehen wir, dass der Schnittpunkt eine negative z-Koordinate
hat.

Man kann nun versuchen, diesen Schnittpunkt zu berechnen, indem man
(11.7) nach z auflost. Man stellt dann aber fest, dass das nicht moglich ist. Das
liegt daran, dass die Variable z sowohl im Exponenten von e* als auch auflerhalb
davon, im Term —z auf der rechten Seite, steht.

Um nun die Lage des Schnittpunkts genauer zu bestimmen, formen wir (11.7)
um zu

e“+x=0.

Das heifit, die Losung von (11.7) ist eine Nullstelle der Funktion f(z) = e + x.
Hierauf wollen wir jetzt die obige Methode des Vorzeichenwechsels anwenden.
Da wir vom Graphen schon wissen, dass die Nullstelle negativ ist, ist ein Intervall
[a, ] links von Null sinnvoll. Wir probieren [—1,0], d.h. a = —1 und b = 0. Es
gilt

JO=e+0=1>0 und f(-D=et-1=--1
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Wegen e > 1 ist é < 1 und somit

1
f(-1)=-—-1<0.
e
Also hat f zwischen a = —1 und b = 0 einen Vorzeichenwechsel. Weil f natiirlich

auch stetig ist (und auf ganz [—1,0] definiert), hat also f eine Nullstelle zg
zwischen —1 und O:
o) 6] -1, 0[

Durch Intervallhalbierung kann man jetzt die Lage der Nullstelle genauer be-
stimmen. Wir berechnen dafiir f(—3):

Es gilt \/e < 2 denn /e < /4 = 2. Somit ist

(4)- et

d.h. f wechselt das Vorzeichen zwischen x = —1 und =z = —%, die Nullstelle
muss also dazwischen liegen,

1

Diese Intervallhalbierung kann man nun wiederholt durchfithren, und so die
Nullstelle immer genauer ndherungsweise berechnen.
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Kapitel 12

Polynome und rationale
Funktionen

Hinweis: In den alten Mathematik A&B Skripten finden sie den Stoff dieses
Kapitels im Skript Mathematik A, Kapitel 2.2.1, 2.2.2.

12.1 Polynome, Polynomdivision

Eine Funktion der Form

n
pa) = anz™ +an12" 7 .tz tag =Y agat (12.1)
k=0

heilt Polynom. Die Zahlen ay,...,a, € R sind die Koeffizienten des Polynoms,
wobei wir annehmen, dass a, # 0 ist, dass also die hochste Potenz x™ auch
tatsdchlich in p vorkommt. Der Exponent n der hochsten Potenz heifit Grad des
Polynoms p. Man schreibt dafiir

Gradp = n. (12.2)

Man kann zwei Polynome durcheinander teilen und das Ergebnis wieder
mithilfe von Polynomen ausdriicken. Dies ist die Polynomdivision:

Satz 12.1.1 (Polynomdivision) Zu zwei Polynomen p und q gibt es Polyno-
me h und r, so dass gilt Gradr < Grad q und

p(z) = h(x)q(x) + r(z). (12.3)
Gleichung (12.3) ist fquivalent zu

p(x) r(z

— =h(z) + —.

T RAARTE)
Das Ergebnis der Division von p(z) durch ¢(z) ist also ein Polynom h(z), wobei
noch ein Rest 7(x) bleiben kann, der sich nicht weiter durch g(z) teilen lisst.!
Der Rest r(z) hat dabei einen kleineren Grad als der Nenner g(z).

1Das ist genauso wie bei der Division mit Rest fiir ganze Zahlen.

163
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Rechenschema (und Beweis). Die gegebenen Polynome seien
p(z) = apz"™ + ... + ao, q(2) = bpa™ + ... + by,

also Gradp = n und Grad ¢ = m. Der Fall n < m ist trivial: man kann h =
0, » = p wahlen, denn Gradr = n < Grad ¢ = m ist dann erfiillt.
Sei daher jetzt n > m.

(i) Im ersten Schritt teilt man den Term mit hochstem Grad in p durch Term
hoéchsten Grades in ¢:
anT" Gn

bnx™ by,

Wegen n > m kiirzt sich hier 2 im Nenner komplett weg, und es bleibt
™™™ stehen mit n —m > 0.

(ii) Man bildet jetzt das Polynom

an n—m
ri(@) = pla) = 122" "q(z). (12.4)
Es gilt damit
p(z) nem , T1(7) . an
—— = Ch—m® + mit Cp_m = —.
q(z) q(x) bin

(Folgt durch auflosen der vorigen Gleichung nach p(x) und teilen durch
q(z).) AuBlerdem ist Gradr; < Gradp, d.h. der Grad des verbleibenden
Polynoms 71 (z) im Zihler hat sich verringert. Es gilt ndmlich

rl(x):anx"+~-~—a—nm”*m(l)mxm—i—...)
m
=apx" + - —anx™ 4 ...,

die hochste Potenz z™ fillt also weg und der Grad vermindert sich damit
mindestens um Eins.

(iii) Falls Gradr; > Gradg, so beginnt man wieder bei Schritt (i), aber nun
mit dem ersten Restpolynom r; anstelle von p. Man teilt also den Term
hochsten Grades in 1 durch den hochsten Term von ¢ und bildet entspre-
chend den néchsten Rest ro(x). Es ist dann

— ol r2(x)
@ T

mit gewissen Zahlen [ < n —m, ¢; € R und daher

p(.’L') _ cn,mx"_m—&—clxl + 712(‘7’.)

q(x) q(z)

Der Ziahlergrad hat sich dabei weiter verringert, Grad ro < Gradr;. Diese
Rechnung setzt man solange fort, bis Grad ry < Grad g. Dann ist r = r.

O
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Die Rechnungen der Polynomdivision kénnen im Stil einer schriftlichen Di-
vision von Zahlen aufgeschrieben werden: Die erste Zeile enthiilt p(z) : ¢(x) =
h(z), und unter dem Zdhlerpolynom p(x) schreibt man nacheinander die Be-
rechnung der Reste ri(x),...,r,(x). Wir zeigen das in folgendem Beispiel.

Beispiel 12.1.2 Wir berechnen % fiir p(x) = 22% — 322 — Tz + 9 und q(x) =
22 — 4 durch Polynomdivision:

(223 —322 —Tr+9): (22 —4) =22 -3

— (223 —81)
—32% +x+9 (12.5)

—(—32%+12)

Tz —3

Wir erldutern nochmal die Schritte in der Rechnung: Zuerst wird der hochste
Term von p durch den hoéchsten Term von ¢ geteilt,

223
Das liefert den ersten Teil des Ergebnisses h(x) hinter dem ,,=%-Zeichen. Wir

multiplizieren das mit dem Nenner ¢(x),
2z - (22 — 4) = 22° — 8,

und schreiben das Ergebnis in einer Minusklammer unter p(z). Wir berechnen
nun diese Differenz, was genau r1(x) aus (12.4) ergibt:

23
ri(z) = p(z) — %q(m) = (22° —32° =Tz +9) — 2z (2" — 4)

=22° — 32 —Tw +9— (22° —8z) = -3 +x +9

Da Gradr; = 2 > Gradgq = 2 ist, sind wir noch nicht fertig. Wir teilen jetzt
den hochsten Term des Rests 71 durch den hochsten Term von ¢, multiplizieren
wieder mit ¢ und subtrahieren das dann von 7, was den néchsten Rest 7o ergibt:

372
T =3, -3 (22—4)= 322 +12

22
= r(zr)=-32"4+2+9— (32" +12) =2 -3

Jetzt ist Gradry = 1 < Grad ¢ = 2 und damit ist die Polynomdivision beendet.
Das Ergebnis der Division ist h(z) = 2z — 3 mit dem Rest r(z) = 2 — 3. Es gilt

somit
p(z) z—3 r(x)

Zur Probe bringen wir die rechte Seite wieder auf einen gemeinsamen Bruch-
strich:

2r—3)(z?—4)+x—-3 22°-322-8x+12+2 -3

=3
2 —4 x? —4 N x?—4
223 — 322 =Tz +9  p(x)

a2 —4 - q(w)

2 — 3+

v
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12.2 Nullstellen von Polynomen

In diesem Abschnitt geht es um die Berechnung der Nullstellen von Polyno-
men. Dabei gibt es nur fiir Polynome kleinen Grades geschlossene Formeln zur
Nullstellenberechnung. Fiir ein quadratisches Polynom (Grad 2) geht das mit
der bekannten ,,p-g-Formel“ (bzw. quadratischer Ergéinzung); fiir ein Polynom
dritten Grades erhilt man die Nullstellen aus den ,,Cardanischen Formeln“ und
auch beim Grad 4 gibt es noch (komplizierte) Losungsformeln. Ab dem 5. Grad
gibt es jedoch keine solchen Losungsformeln mehr.? Da schon die Cardanische
Losungsformeln fiir eine Gleichung 3. Grades ziemlich kompliziert sind, ist es
wichtig ein Verfahren zu haben, mit der sich die Nullstellenberechnung verein-
fachen lédsst, sobald man eine Nullstelle des Polynoms gefunden hat.

Sei p ein Polynom, dessen Nullstellen wir suchen. Nehmen wir an, wir haben
schon eine Nullstelle z; gefunden. Es gilt also p(z1) = 0. Wie finden wir jetzt
(moglichst einfach) weitere Nullstellen? Dazu fiithren wir eine Polynomdivision
von p mit dem Linearfaktor

g(z) =2 — 1

zur Nullstelle durch. Das Ergebnis sind Polynome p; und r, so dass gilt

p(z) = pr(x)q(z) +r(z) (12.6)

und Gradr < Gradgq. Da Gradg = 1 ist, folgt Gradr = 0, d.h. r ist konstant,
r(x) = ¢o. Indem wir = 1 in (12.6) einsetzen, ergibt sich

p(z1) =pi(z1)g(x1) +eco = ¢ =0.
—— ——
0 0
Der Rest r(x) bei der Polynomdivision mit dem Linearfaktor einer Nullstelle ist
also immer Null. Damit folgt dann p(z) = p1(z)g(x), also

p(x) = (x — 21)p1(x). (12.7)

Dies ist die Abspaltung des Linearfaktors x — x1 von p. Alle weiteren Nullstellen
von p sind damit die Nullstellen von p;. Aufgrund von (12.7) ist Gradp; =
Grad p — 1. Wir haben also durch die Abspaltung des Linearfaktors den Poly-
nomgrad um Eins reduziert und damit das Problem vereinfacht.

Angenommen, wir haben jetzt fiir das reduzierte Polynom p; eine Nullstelle
xo gefunden. Wir kénnen dann den zugehorigen Linearfaktor x — zo mit Poly-
nomdivision von p; abspalten,

pi(z) = (z — z2)pa (),
und Einsetzen in (12.7) ergibt dann

p(x) = (z — 21)(x — z2)p2 ().

Fiihrt man dies fiir alle (reellen) Nullstellen 1, ...,z durch, so erhilt man
schlieSlich die reelle Faktorisierung von p:
p(x) =(x —x1)(x —x2) ... (v — 2k pr () (12.8)

2Es ist sogar so, dass es fiir Grad 5 und héher keine Losungsformeln mehr geben kann!
Das lésst sich mathematisch beweisen.
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Dabei hat das Polynom pjy keine reellen Nullstelle mehr. Aus (12.8) folgt k£ <
n (= Gradp), denn Ausmultiplizieren der Linearfaktoren auf der rechten Seite
ergibt ¥ als hochste Potenz; die rechte Seite hat also mindestens den Grad k.
Das Polynom n. Grades p hat somit héchstens n (reelle) Nullstellen.

Beispiel 12.2.1 Wir berechnen reelle Faktorisierungen zweier Polynome.

(a) Sei
p(x) =22 + 112% + 122 — 9.

Gegeben sei die Nullstelle z; = —3. Der zugehorige Linearfaktor ist dann
x —x; = = + 3 und Polynomdivision ergibt

(223 +1122 +122 -9 ): (x+3) =222 +5x -3

—(22° +622)
5z +12r —9
—(52? +15x)
-3z -9
— (=32 -9)
0

Man beachte, dass der Rest der Polynomdivision Null ist, so wie es beim
Linearfaktor zu einer Nullstelle sein muss (siehe oben). Aus der Polynom-
division erhalten wir

p(z) = (z + 3)(22° 4 52 — 3).

Das reduzierte Polynom p;(x) = 222 + 5z — 3 ist quadratisch, wir kénnen
damit seine Nullstellen direkt ausrechnen:

202 +5x-3=0 < x%%x—%:O
- x+§2_§+§_24+25_43
4) 2 16 16 16
5 7 5 7 1
S wro=t7 & r=-— . & w=5Ve=-3

Dies sind also die Nullstellen von p; (und daher auch weitere Nullstellen
von p). Die reelle Faktorisierung (12.8) von p; ist somit zunéchst

pi(z) =222 + 5 — 3 = (Cﬂ — %)(x + 3)pa(z).

Das Produkt der Linearfaktoren ist (z — 3)(z + 3) = 2 + ... Vergleicht
man das mit der hochsten Potenz in py, also 222, so ergibt sich, dass pa(x)
den Grad Null haben muss, also konstant ist, und das diese Konstante
gleich 2 sein muss: pa(x) = 2. Also gilt

1
pi(x) = 2($ — 5) (z +3),
und durch Einsetzen in p(z) = (z + 3)p1 () folgt

(z) = (x—|—3)~2(x—%)(x—|—3) :2(33—%)(“3)2.
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Dies ist die reelle Faktorisierung von p. Insgesamt hat damit p die Nullstel-
len % und —3. Dabei tritt die Nullstelle —3 doppelt auf, und ihr zugehori-
ger Linearfaktor x + 3 kommt in der Faktorisierung ebenfalls doppelt als
Faktor vor, also quadratisch.

(b) Gegeben sei das Polynom p(z) = 2® — 2 + 2z — 1 und die Nullstelle 21 = 1
von p. Aus der Polynomdivision

(@3 -2’4z —-1):(z—1)=22+1
3

—(a® —a?)
z—1
—(z—1)
0
erhalten wir
p(z) = (z — 1)(z* 4 1). (12.9)

Da das reduzierte Polynom p;(z) = 22 + 1 keine reellen Nullstellen hat,
folgt, dass (12.9) schon die reelle Faktorisierung von p ist. Aber p; (und
damit auch p) hat komplexe Nullstellen:

P?4+1=0 & P*=-1 & z=2j
Das Produkt der entsprechenden (komplexen) Linearfaktoren ist
(z =5z +j) =2* = j? =2 + 1 = p1(x).
Einsetzen in (12.9) ergibt dann
p(z) = (z = 1)(x = j)(z + j)- (12.10)

Wir erhalten also auch in diesem Beispiel eine vollstdndige Faktorisierung
von p in Linearfaktoren, die in diesem Fall allerdings komplex ist.

Man kann nun beweisen, dass jedes Polynom eine vollstdndige, eventuell
komplexe, Faktorisierung in Linearfaktoren hat.? Das ist der Fundamentalsatz
der Algebra:

Satz 12.2.2 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes reelle Polynom

p(z) = anx™ + ... + ao,

Qs .. .,00 € R, a, # 0, hat eine vollstindige Faktorisierung
p(z) = an(x —wy) ... (x —wp). (12.11)
wi, ..., wy, sind die (reellen oder komplezen) Nullstellen von p.

Ist w; eine komplexe Nullstelle, dann ist auch w; eine der Nullstellen; kom-
plexe Nullstellen treten also in konjugiert komplexen Paaren auf.

3Entscheidend dafiir ist die Aussage, dass jedes Polynom iiberhaupt eine (vielleicht kom-
plexe) Nullstelle hat. Abspalten des Linearfaktors fiihrt dann auf das reduzierte Polynom p1,
dass dann wieder eine Nullstelle hat, dessen Linearfaktor man wieder abspaltet, u.s.w.
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Bemerkung;:

(a) In (12.11) kénnen Nullstellen mehrfach auftreten. Sind Ay, ..., A, die ver-
schiedenen Nullstellen von p, dann wird die Faktorisierung (12.11) zu

p(x) = an(z — A" - (= Ak (12.12)

Die Anzahl k;, mit der die Nullstelle \; vorkommt, heifit Vielfachheit von
Ase

(b) Ein Polynom n. Grades hat genau n Nullstellen, wobei mehrfache Null-
stellen sooft wie ihre Vielfachheit gezidhlt werden. Es gilt also

Byd -4k =n. (12.13)

Dies folgt aus (12.11) bzw. (12.12) durch betrachten des Polynomgrads.

12.3 Bestimmung von Nullstellen

Wie am Beginn des letzten Abschnitts gesagt, gibt es fiir ein Polynom beliebigen
Grades keine allgemeine Formel zur Berechnung der Nullstellen. Es gibt aber
bestimmte Fille, in denen Nullstellen oder zumindest mdgliche Nullstellen, doch
bestimmt werden kénnen.

Der erste Fall sind Polynome ohne konstantem Glied

p(x) = apz"™ + ...+ a1z,

also mit ag = 0. In diesem Fall ist £ = 0 ¢mmer eine Nullstelle. Denn man kann
den Faktor x ausklammern:

p(x) =apx” +.. . Fax=x-(a,2" " +... +ay) (12.14)

Damit ist
pr)=0 & =0V az" ' +...4a; =0,

denn ein Produkt ist Null genau dann, wenn einer der beiden Faktoren Null ist.
(12.14) entspricht iibrigens der Abspaltung des Linearfaktors  — 0 = z fiir die
Nullstelle z = 0. Ist aulerdem in (12.14) auch a; = 0, so kann man x erneut
ausklammern. . .

Der néchste Fall ist ein Polynom 4. Grades, das nur gerade Potenzen von x
enthilt: p(x) = ax* + br? + c. Die Berechnung der Nullstellen p(x) = 0 fiihrt
auf die sogenannte bi-quadratische Gleichung

az* +bz* +c=0.
Durch die Substitution y = 22 kann sie in die quadratische Gleichung
ay’ +by+c=0

umgeformt werden, die man l6sen kann. Die Losungen der bi-quadratischen
Gleichung sind dann = = £,/y.

Fiir ein Polynom, das nur ganze Zahlen als Koeffizienten hat, kann man alle
moglichen rationalen Nullstellen angeben:
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Satz 12.3.1 Sei p(x) = apz™ + ... + ag wobei ag, ..., a, € Z und ag,a, # 0.
Dann ist jede rationale Nullstelle xy € Q von der Form

b | b Teiler von |ag|,
To = - wobei )
c ¢ Teiler von |ay|.

Beispiel 12.3.2 Wir betrachten
p(x) =323 +22% + 11z — 4.

Alle Koeffizienten von p sind ganze Zahlen, damit ist Satz 12.3.1 anwendbar. Es
gilt

e Teiler von |ag| = 4: 1,2,4

e Teiler von |a,| =3: 1,3
Damit sind die mdglichen rationalen Nullstellen von p:

1 2 4
+1,£2,+4, £, -, £~
) ) ) 37 37 3

Man kann jetzt durch Einsetzen nacheinander priifen, ob eine dieser Zahlen
tatsdchlich eine Nullstelle ist. Sobald man auf diese Art eine Nullstelle gefunden
hat, kann man p durch Abspalten des Linearfaktors mittels Polynomdivision
vereinfachen.

Bemerkung: Fiir ein Polynom der Form

p(z) = 2"+ ap_12" "+ -+ ao, (@n—1,...,a0 € Z)

also mit a,, = 1, folgt aus Satz 12.3.1, dass alle ganzzahligen Nullstellen von p
Teiler von ag sind, es aber keine Briiche mit Nenner # 1 als Nullstellen geben
kann. Die Nullstellen von p sind somit hier nur ganze oder irrationale Zahlen.

12.4 Horner-Schema

Mit dem Horner-Schema kann effizient der Funktionswert des Polynoms p(z) =
a, " + - - -+ ay berechnet werden. Dazu berechnet man fiir den gegebenen Wert
x sukzessive die Zahlen

Cpn = Qp

Cp—1 = Cp% + Gp—1

c1 = Cox + ay

co =cC1Z + ag

Dann ist ¢ = p(x).
Das Horner-Schema lésst sich praktisch als Tabelle schreiben:
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‘ Qp, ‘@n—l‘ [N ‘al‘ Qg
T ‘ Cn ‘ Cr_1 ‘ ‘ c1 ‘ co = px)
S~ ~—"

Cp T+an—1

Im Schema berechnet man die Koeffizienten ¢; von links nach rechts: Der erste
Wert ¢,, ist gleich dem Wert a,, direkt dariiber. Jeden weiteren Koeffizienten
c;—1 berechnet man dann, indem man das gerade vorher berechnete c; links
daneben mit z multipliziert und dazu dann den nichsten Wert a;_; dariiber
addiert. Der letzte berechnete Wert ¢g ist dann p(z).

Wir zeigen fiir ein Polynom dritten Grades (n = 3), wie das Horner-Schema
zustande kommt. Dazu schreiben wir zunéichst p(z) durch mehrfaches Ausklam-
mern von & um:

p(z) = azz® + asx? + a1z + ag
= (a3x2 + asx + a1)x + ag
= ((asx + a2)x +a1)x + ag

Liest (beziehungsweise berechnet) man diesen verschachtelten Ausdruck von
Innen nach Auflen, so ergeben sich nacheinander genau die Koeffizienten ¢; des
Horner-Schemas:

p(z) = ((asz + a2)x + a1)x + ag

= ((csx +az)x +a1)xr + ag
—_————

co
=(cox+a1)x+ag=c1x+ap=co
—_———

C1

Bemerkung: Der Vorteil des Horner-Schemas liegt u.a. im geringeren Rechen-
aufwand. Das Horner-Schema benoétigt lediglich n Multiplikationen wérend bei
der Standardform des Polynoms p(x) = a,z™+. .. (mindestens) 2n— 1 Multipli-
kationen notig sind (wegen der zusitzlichen Berechnung der Potenzen z¥). Bei
der Auswertung von Polynomen in numerischer Software wird daher immer das
Horner-Schema benutzt. Aber auch fiir die Berechnung ,,von Hand“ kann das
Horner-Schema einen geringeren Rechenaufwand bedeuten, weil keine Potenzen
von x berechnet werden miissen.

Im Zusammenhang mit Nullstellen von Polynomen hat das Horner-Schema
zudem eine weitere sehr praktische Eigenschaft: Ist x = x1 eine Nullstelle von
p, das heifit das Horner-Schema endet mit ¢y = 0, dann sind die Koeffizienten
Cn, - - -, 1 genau die Koeffizienten des Polynoms p; (), das durch Abspalten des
Linearfaktors zu x; entsteht. Es gilt also

p(x) = (x — 1) (ca®™ P+ ...+ com + 1)

p1(x)

Man erspart sich damit also die Polynomdivision zur Berechnung von p; (z).

Beispiel 12.4.1 Wir betrachten nochmal das Polynom aus Beispiel 12.2.1(a)
p(x) =223 + 112% + 120 — 9.

Das Horner-Schema fiir x = —3 ergibt
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[2]11] 12| =9
r=-32]5]|-3]0 =p@)
~—"T
2:(=3)+11

Es ist also p(—3) = 0, d.h. 2 = —3 ist eine Nullstelle von p. Zusitzlich erhal-
ten wir noch — durch Ablesen der Koeffizienten vor der Null — das reduzierte
Polynom p; nach Abspaltung des Linearfaktors z + 3:

p(z) = (z +3)p1(x) = (x + 3)(22* + 5z — 3).

Dies ist dasselbe Ergebnis, das wir auch im Beispiel 12.2.1 erhalten hatten.

12.5 Existenz reeller Nullstellen

Im Allgemeinen ist es moglich, dass ein reelles Polynom ausschliellich komplexe
Nullstellen hat; ein Beispiel ist natiirlich 2+ 1. Polynome, deren Grad ungerade
ist, haben jedoch immer mindestens eine reelle Nullstelle. Das egibt sich aus der
Stetigkeit des Polynoms und dem Verhalten fiir + — co und z — —oc.

Sei p(r) = apaz™ + ap_12" " + ...+ ap mit n = Grad p ungerade. Um die
Grenzwerte von p(z) fiir # — oo und —oo zu berechnen, klammern wir zuerst
die hochste Potenz =™ aus:

. . n 1 1
lim p(z) = lim = (an—l—an,l =+ Hag- —)
T—00 T—00 x "
——— ——
—0 —0
Der Term in der Klammer konvergiert also gegen a,, fiir © — oo. Fiir sehr grofle
Werte von z wird also ™ mit einer Zahl multipliziert, die ungefidhr gleich a,, ist,
der Grenzwert von p(z) verhilt sich daher genauso wie der von a,z™. Ist nun
a, > 0, so folgt aus 2" — oo fiir £ — oo, dass a,x™ — oo. Ist dagegen a,, < 0,
so ergibt sich a,x™ — —oc:

e, ple) =

+o00 wenn a, >0
—0o0  wenn a, <0

Fiir x — —oo erhalten wir stattdessen

. . n 1 1 —00, anp >0
lim p(r)= lim =« (an+an—1-*+~--+a0 n) _
T——00 Z——00 x T 400, a, <0

—0 —0

denn es gilt ja ™ — —oo fiir £ — oo da n ungerade ist! In beiden Fillen
(an, > 0und a,, < 0) wechselt also p(x) sein Vorzeichen. Da p stetig ist, hat das
Polynom somit (mindestens) eine reelle Nullstelle. Fiir den Fall a,, > 0 ist das
in Abbildung 12.1 skizziert.

12.6 Rationale Funktionen

Wir untersuchen jetzt rationale Funktionen, speziell ihr Verhalten an Definiti-
onsliicken und bei z — +o0.
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Abbildung 12.1: Typischer Verlauf eines Polynoms von ungeradem Grad

Eine Funktion der Form

fz) =

p(x)  apx™ + -+ a1+ ag
qg(z)  bpxz™+ -+ bz + by

(an # 0, by, # 0) (12.15)

hei3t rationale Funktion. Der maximale Definitionsbereich der rationalen Funk-
tion sind alle € R fiir die ¢(x) # 0 ist, also

D¢ =R\ {reelle Nullstellen von g}.

Die Nullstellen von f sind alle Nullstellen von p, die in Dy liegen, fiir die also
q(x) # 0 gilt. Denn ein Bruch ist Null genau dann wenn der Z&hler Null ist:

f(x):M:0 < p(z)=0 (bei g(z) #0 < x € Dy)

Verhalten an den Definitionsliicken

Sei x¢ eine Definitionsliicke von f, also g ¢ Dy, d.h. ¢(z¢) = 0. Wir wollen den
Grenzwert von f(x) bei x — x berechnen.

1. Fall p(xg) # 0. Bei © — 1z konvergieren p(x) — p(xg) # 0 und ¢(z) —
p(z)
q(z)
mehr der festen Zahl p(zg) # 0, widrend der Nenner immer kleiner wird.

Der Bruch wird somit vom Betrag her immer gréfier und konvergiert (bis
auf das Vorzeichen) gegen Unendlich. Dieses Vorzeichen kann auch von
der Richtung der Konvergenz x — xg abhingen (z < z¢ oder x > x¢), so
dass hier im Allgemeinen einseitige Grenzwerte notig sind:

p(x) i P®) _

lim f(x)= lim —/—= = ,
x,xo f( ) x o q(l’)

q(z9) = 0. Fiir x — x( ndhert sich also im Bruch der Zihler immer

2 \ao ()
Beachte, dass das Vorzeichen des links- und rechtsseitigen Grenzwerts je
nach konkreter Funktion gleich sein kénnen (z.B. beide 4+00) oder auch
verschieden (einer +o0, der andere —oo). Fiir den Betrag der Funktion
gilt jedenfalls

lim [f(z)| = lim P&

z—T0 T—T0 |q(m)|

= 00,

und man nennt xq eine Polstelle.
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2. Fall p(z() = 0. In diesem Fall ist z( also Nullstelle von p und ¢. Das Ver-
halten von f hingt dann von den Vielfachheiten der Nullstelle ab. Es sei
k die Vielfachheit von zg als Nullstelle von p, und ! die Vielfachheit als
Nullstelle von ¢q. Wir kénnen dann den Linearfaktor x — xg von p und g
abspalten, und zwar sooft, wie es die Vielfachheit jeweils angibt:

p(@) = (z —z0)"p1(2), a(z) = (z — 20)'q(w)
_ (z—@0)"p1(2)
> = (z —z0)'q1 ()
wobei p1(zg) # 0 und ¢1(z¢) # 0. (Denn sonst hitte man die Nullstelle

nochmal von p; bzw. ¢; abspalten kénnen.) In f(z) kann der Linearfaktor
x — xg nun gekiirzt werden.

Falls [ > k ist, so bleibt £ — ¢ im Nenner stehen:

p1(z)

R A e L N

x¢ ist dann Nullstelle des Nenners, aber nicht vom Zahler (denn p; (z9) #
0). Wir haben damit die gleiche Situation wie im 1. Fall; ¢ ist also eine
Polstelle.

Falls k£ > [, so kiirzt sich x — xp im Nenner vollstandig weg:

(z — xo)k!
@ (x)

b1 (33)'

k>l = flz)= (12.16)

Fiir den Grenzwert © — xg erhalten wir damit jetzt

p1(70)
0), wenn k =1
i (@) = { a(ao) 7
e 0, wenn k > [

Man sagt in diesem Fall, die Definitionsliicke xg ist hebbar. Man kann
jetzt o mit in den Definitionsbereich D; dazunehmen, indem man als
Funktionsterm fiir f(z) (12.16) verwendet. Damit gilt

f(zo) = lim f(x),

T—rT0

f ist also in zq stetig.

Beispiel 12.6.1 Gegeben ist die rationale Funktion

2¢ — 1
x+1’

fz) = Dy =R\ {-1}.
Wir untersuchen Verhalten von f bei x — —1. Da —1 keine Nullstelle des Zahlers
ist, p(—1) = 2-(=1)—1 #£ 0, ist —1 eine Polstelle. Wir berechnen die einseitigen

Grenzwerte.

x,/'-1 = 2x—-1—--3, z4+1—=0und z4+1<0 da z< -1

20 — _
z -1 >0 und damit 20— 1
x+1 x+1

— 400
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Also gilt
. 2¢ — 1
lim = +o0.
z /-1 x+1

Entsprechend gilt

rN—-1 = 2xr—-1—--3, z+1—=0und z4+1>0 da =z > -1

20— 1
<0, also — —o0
x+1
d.h.
. 2¢ — 1
lim = —
N\—1 T + 1

Asymptotisches Verhalten bei x+ — too

Hier mochten wir die Grenzwerte einer rationalen Funktion f(x) bei z — £o0
bestimmen, was auch asymptotisches Verhalten genannt wird. Wir klammern
dazu in Zéhler und Nenner jeweils die héchste Potenz aus:

an®" 4 ap_ 12"+ tag @ ap+ AL+

b @™ + by ™I bg @™ g g ety b

xm

fz) =

— 32 fiir z—3o0
m

Der Grenzwert von f hiéngt somit davon ab, ob beim Kiirzen von 5 im Zéhler

oder im Nenner eine z-Potenz stehen bleibt, ob also der Grad des Zéahlers oder
des Nenners grofer ist:

" 1
n<m = lim f(z)=0 (denn dannx—:7—>0>
z—4o00 xrm xm—n
' an " _
xn
n>m = lim f(z)==+o00 (— =" = ioo)
r—+too xm

Im letzten Fall ist das Vorzeichen im Grenzwert von f(z) noch abhingig vom
Vorzeichen von 7.
Das asymptotische Verhalten im Fall n > m kénnen wir noch genauer be-

stimmen, indem wir den Quotienten % mit Polynomdivision umschreiben:

Wegen Gradr < Grad q ist

r(x)
q(x)

— 0 fir z — too,

und das heifit, dass
f(z) = h(x) fur |z| grof.

Anders gesagt, nihert sich der Graph von f(z) im Grenzwert £ — £o0o immer
mehr dem Graphen von h(z) an. (h(z) wird auch Asymptote genannt.)
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Beispiel 12.6.2 (a) Esist

()

(Denn hier ist Zdhlergrad < Nennergrad, n =1 < m = 2)

—2x + 3 .
o= S = 131100]“(35) =0.

(b) Bei der rationalen Funktion

T
1@ =5
ist der Z#hlergrad grofler als der Nennergrad (Fall n > m). Es gilt so-
mit lim, 400 |f(2)] = 0o0. Zur genauen Bestimmung des asymptotischen
Verhaltens benutzen wir jetzt Polynomdivision. Das Ergebnis ist:
22+ 1 -2
= —-—= - 1 —_—
J@ =5 =3 s

(Wir iiberlassen die vollstindige Rechnung dem Leser.) Die Asymptote ist
also h(z) = —3x + 1, d.h. es gilt

1
flx) =~ —533—&— 1 bei x— +oo.

Insbesondere folgt daraus

f@) > —oco  belx — +o00
T
oo beix — —o0

es gilt z.B. —%x 4+ 1 — —o0 bei z — .

Wir untersuchen jetzt noch die Definitionsliicke von f. Die Nullstelle des
Nenners ist
2r4+2=0 < z=-1.

Die einseitigen Grenzwerte in —1 sind
R !
lim ———— lim ———— = —o0.
z -1 2+ 2 oN\—1 2z + 2

)

(Denn —22 + 2 — —2 bei z — —1 und 22 + 2 < 0 bei x * —1 sowie > 0
bei z \, —1.) z = —1 ist damit eine Polstelle.

Aus diesen Informationen (zusammen mit den Nullstellen von f, f(0) =
f(1) = 0) erhalten wir bereits ein genaues Bild der Funktion:




Kapitel 13

Differentialrechnung

Die Differentialrechnung befasst sich mit Ableitungen von Funktionen, um damit
zum Beispiel Aussagen iiber ihren Verlauf (etwa Steigung und Monotonie) ma-
chen zu kénnen. Die Ableitung beschreibt das Anderungsverhalten einer Funk-
tion, und spielt damit eine zentrale Rolle sowohl in der Mathematik als auch in
den Anwendungen.

Hinweis: In den alten Mathematik A&B Skripten finden sie den Stoff dieses
Kapitels im Skript Mathematik A, Kapitel 3.1-3.3.

13.1 Die Ableitung einer Funktion

Definition 13.1.1 Sei f :]a,b[— R und zy €]a,b[. Die Funktion f heiit dif-
ferenzierbar an der Stelle xy, wenn der Grenzwert

f(@) = f(zo)

T—To T — X9

(13.1)

existiert. Die Zahl f'(x¢) heifit dann Ableitung von f in xg.
Die Funktion f heifit differenzierbar (auf ]a,b[), wenn f in jedem zg € ]a, b|
differenzierbar ist.

Mit der Substitution h = x —x¢ kann die Definition der Ableitung dquivalent
auch so geschrieben werden:

o) =ty L0041 = T

lim (13.2)

(denn z — zy < h — 0)

Eine weitere Schreibweise fiir die Ableitung geht auf Leibniz zuriick. Dazu
wird zuerst der Quotient in (13.1) als Differenzenquotient geschrieben, d.h. mit
den Differenzen Az und Ay (wobei y = f(z)):

f(z) = f(zo) _ Y=Y _ Ay

T — X0 x—xo Az’

(13.3)

Den Grenziibergang © — xo, also Az — 0, versteht Leibniz dann als Uber-
gang von den endlich grofien Differenzen Az und Ay zu den unendlich kleinen

177
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Differentialen dx und dy:

. Ay dy
/ _ _
F(wo) = Alglcm—w Az dx’ (134)

Die Ableitung heifit darum auch Differentialquotient.

Beispiel 13.1.2 Wir berechnen die Ableitung zweier Funktionen mit der Defi-
nition, also iiber den Differenzenquotient.

(a) Sei f die Gerade mit Steigung a,
f(z) =azx+0.
Mit dem Grenzwert des Differenzenquotienten aus (13.2) ist

f(zo +h) = f(xo) a(zo +h) +b— (axo +b)

fao) = limy = jim )
ah .
=lim -—=lima=a

Da der Grenzwert existiert, ist die Funktion in xq differenzierbar und die
Ableitung ist f'(xg) = a. Da xg beliebig war, ist f differenzierbar (auf

ganz R) mit
fl(z) =a.
Insbesondere folgt (fiir a = 0):
f(z)=b (konst.) = f'(z)=0. (13.5)
(b) Sei f die Normalparabel
fla) =a?
Hier ist
£(w0) = lim Lo H ) =20 P =55y, T+ 200+ P — 2

h—0 h h—0 h
= lim (2z¢ + h) = 229
h—0

Da zg wieder beliebig war, folgt, dass f auf ganz R differenzierbar ist mit
der Ableitung

f(z) = 2z.

Bemerkung: Aus der Differenzierbarkeit folgt die Stetigkeit einer Funktion.
Genauer gilt:

f differenzierbar in xy = f stetig in zg

Das folgt so: Fiir x # xg konnen wir schreiben

f(x) — fzo)

r — X

f(x) = flzo) + (f(x) — f(xo)) = f(xo) + (x — x0).
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1"0 JL‘:$0+h

Abbildung 13.1: Ableitung als Tangentensteigung

Im Grenzwert x — xzq folgt daraus

ti () = tim | (o) + LTI o) | = pa),
T—x0 T—x0 xr — Xo T
—f’(z0)

d.h. f ist stetig in xo. Hier ist entscheidend, dass der Grenzwert des Differen-
zenquotienten (also die Ableitung in x) existiert, damit wir fiir das Produkt
mit x — xg die Grenzwertrechenregel (Satz 11.2.1) anwenden kénnen.

13.2 Die Ableitung als Tangentensteigung

Die Ableitung einer Funktion f lisst sich als Steigung der Tangente an den
Graphen von f verstehen. Wir betrachten dazu zwei Punkte Fy und P auf dem
Graphen von f und die durch sie verlaufende Sekante s, sieche Abbildung 13.1.
Die Steigung von s ldsst sich dann iiber das eingezeichnete Steigungsdreieck
berechnen zu

Steigung Sekante =

flo+h) = flxo) (_ Ay

h Az )’
das ist genau der Differenzquotient von f. Wenn wir jetzt den Punkt P gegen Py
laufen lassen, also den Grenzwert h — 0 betrachten, nihert sich die Sekante im-

mer mehr der Tangente ¢ an. Die Steigung der Tangente ist dann der Grenzwert
der Sekantensteigungen,

f(onrh)*f(xo).

tei T: te = 1i
Steigung Tangente lim N

Das ist exakt die Definition der Ableitung aus (13.2). Die Ableitung von f in
xq ist also gleich der Steigung der Tangente an f im Punkt zq:

f'(zg) = Steigung Tangente in zg (13.6)
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Wir notieren noch die Gleichung der Tangente in xq:
t(x) = f'(wo)(x — x0) + f(20) (13.7)

Dies ist einfach die Punkt-Steigungsform y = m(z — xg) + yo einer Geraden
durch den Punkt Py = (x0,%0) = (20, f(z0)) mit der Steigung m = f'(z).

13.3 Ableitungsregeln

Es folgen hier die bekannten Ableitungsregeln fiir Summen, Produkte und Quo-
tienten von Funktionen, sowie die Kettenregel und die Regel fiir die Ableitung
der Umkehrfunktion.

Satz 13.3.1 Sind f,g differenzierbare Funktionen, dann sind auch die Funk-
tionen f+g,c- f (ceR), [ g, 5 differenzierbar mit den Ableitungen

(a) (f +9)(z)=f'(z) + 4 (x)
(b) (cf)(z) =c- f'(x) konstanter Faktor
(c) (f-9)(z)=f(x)g(x) + f(x)g'(x)  Produktregel

f)’ f'(x)g(x) — f(x)g' (x)
d) | =) (x)=

@ (g ) g(x)?
Beweis. Alle Regeln folgen durch Anwenden der Rechenregeln fiir Grenzwerte

auf den Differenzenquotienten der jeweiligen Funktion; bei (c¢) und (d) ist noch
geschicktes Umformen notig. Wir zeigen exemplarisch (a) und (c):

f(x) +9(x) = (f(x0) + g(x0))

Quotientenregel

(f +9) (o) = lim

T—x0 Tr — X
_ i L@ = S@o) o 9@ Z9@e) gy
T—T0 T — Xo T—T0 T — T

und

f(z)g(x) — f(x0)g(o)

(fg9)'(z0) = lim

xtoxg T — X9

_ iy J@)9(@) = f(@)g(z0) + f(2)g(x0) — f(w0)g(wo)
T—To T — X9

o g(z) — g(xo) : f(x) — f(zo)

= i (@) P iy (2T ) )

= f(x0)g'(wo) + f'(z0)g(x0)

Im letzten Schritt haben wir fiir f(x) — f(xo) benutzt, dass f nach der Bemer-
kung auf Seite 178 als differenzierbare Funktion auch stetig ist. O

Als Folgerung aus der Produktregel ergibt sich die Regel fiir die Ableitung
der Potenz x™.

Folgerung 13.3.2 Firn € N* gilt
flz)y=2" = f(z)=na""" (13.8)
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Beweis. Der Fall n = 1 folgt aus Beispiel 13.1.2(a): mit @ = 1 und b = 0 ist
dort

f@) =2 = fla)-1
Die Ableitung von z? kann man nun mittels Produktregel aus dem Fall n = 1
herleiten:

f@)=a = f(2)=(@") =@ 2 =1o+s-1=2

22 fithrt man auf die — jetzt schon bekannten — Ableitungen von 22 und z zuriick,
entsprechend z* auf z3, u.s.w.

(23 = (x-2%) =1-2° + 222 = 322
() = (z-2%) =1 2%+ 2-32% = 42

(Mathematisch elegant wiirde man hier wieder vollsténdige Induktion benut-
zen.) O

Beispiel 13.3.3 Wir illustrieren die bisherigen Ableitungsregeln an der ratio-
nalen Funktion 4
2% —2x +1
flz) = T 21
Aus der Quotientenregel (und der Ableitungsregel fiir Summen, konstantem
Faktor und z™) folgt

gy (82 =2)(2? —1) — (22 — 22+ 1) -2z
() = - _

Die Kettenregel gibt an, wie die Verkettung zweier Funktionen go f abgeleitet
wird:

Satz 13.3.4 (Kettenregel) Sind f und g differenzierbar, dann ist auch die
Verkettung (g o f)(z) = g(f(x)) differenzierbar, und die Ableitung ist

(g0 f)(x) =g (f(@))f ().
Merksatz: ,,duflere mal innere Ableitung*

Beweis. Wir verwenden die Substitution v = f(z), ug = f(xo) und erweitern
dann den Differenzenquotienten fiir g(f(x)) mit dem Ausdruck f(z) — f(zo) =

T @) - o) _ g~ gluw) (@)~ Flan)

r — X U — Up r — X

Im Grenzwert  — xo gilt auch u — up (denn f ist stetig, weil differenzierbar)
und damit folgt

g9(f(x)) = 9(f(x0))

(g0 f)(zo) = lim

T—T0 Tr — X9
— lim 9(u) — g(uo) lim f(x) — [f(xo)
U—rUQ U — Uug T—To r — X

= g'(uo) f'(z0) = ¢'(f(20)) f (o).
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Schliefllich jetzt die Regel zur Ableitung der Umkehrfunktion:

Satz 13.3.5 (Ableitung der Umkehrfunktion) Ist f invertierbar und f in
xq differenzierbar mit f'(x¢) # 0, dann ist die Umkehrfunktion f=1 differen-
zierbar in yo = f(xo), und die Ableitung ist

v _ 1 _ 1
U700 = 5oy = P10

Man beachte, dass f~! nicht automatisch an allen Stellen differenzierbar ist, wo
f differenzierbar ist, sondern nur dort, wo zusiitzlich auch f/(xzg) # 0 gilt.

Beweis. Fiir die Ableitung von f~! in y, gilt, zusammen mit z = f~1(y),

FH) = Myo) _ oy B0 o A

—1\/ .
= lim = lm ——
U7 ) = I, Y — Yo y=vo Yy — Yo  Ay—0 Ay
Das ist also genau der Kehrwert des Differenzenquotienten von f aus (13.3).
Nun gilt Ay — 0 = Az — 0, was eine Konsequenz der Stetigkeit von f~! ist
(Satz 11.3.3). Damit folgt

(F Y (o) = Tim 2% = Jim L = 1

Ay—0 Ay Az—0 % f/(.ro) '

]

Beispiel 13.3.6 (a) Als Anwendung und Beispiel fiir die Ableitung der Um-
kehrfunktion leiten wir die Formel fiir die Ableitung von /x her. Sei

f(z) = 2? mit Definitionsbereich Dy =10, oof.

Fiir # € Dy ist dann 22 = y & z = VY. Also ist f invertierbar mit der
Umkehrfunktion

) =y

Wir kénnen nun Satz 13.3.5 anwenden: Es ist f/(x) = 2z # 0 fiir alle
x € Dy weil Dy =]0,00[. (Aus diesem Grund haben wir 0 nicht mit zum
Definitionsbereich D hinzugenommen!) Somit folgt

R R T S
(f 1)(y)_f’(£r)_2m_2\/gj fir x € Dy.

Ersetzen wir jetzt noch y durch = (wie bei der Berechnung der Umkehr-
funktion), erhalten wir die Formel fiir die Ableitung von /a:

(b) Als Beispiel fiir die Kettenregel berechnen wir die Ableitung von

flx)=Va2 =Tz +5.
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f(z) f'(z) (evt. mit Bedingung an z)
¢ (konmst.) | O
r€R wenn o€ N*
fia ar® ™t fir {x#0 wenn a=—1,-2,...
x>0 wenn a€R
1
T , z >0
Ve 2\/x
1
Ve —_— x>0
f nvayn—1
e e’
sinz cosx
cos T —sinx
tan 5 =1+tan’z, r#5+nm,neN
cos? x
1
Inz -, z >0
x
1
In|z| -, z#0
x
a® In(a)a®, a>0
1
arcsinr | ———, rze|—-1,1
T3 ] [
-1
arccosr | —————s, rze|—-1,1
— J-1.1]
1
arcta
retans | - e

Tabelle 13.1: Ableitungen der elementaren Funktionen

f ist die Verkettung der Wurzelfunktion mit einem Polynom, f(z) =
g(h(x)) mit u = h(z) = 22 — Tz + 5 (innere Funktion) und g(u) = Vu
(duBere Funktion). Die Ableitungen sind

1

/ _ / _ N
g(u)—z\/a, h(z) =2z —7.
Nach der Kettenregel ist damit
1
/ = / h h/ = - . 2 — 7
@) = g (W) (@) = S e (22 =)

(duBere mal innere Ableitung)

13.4 Ableitungen elementarer Funktionen

In Tabelle 13.1 sind die Ableitungen der elementaren Funktionen zusammen-
gestellt. Ableitungen zusammengesetzter komplexerer Funktionen lassen sich
daraus mit den Ableitungsregeln des letzten Abschnitts berechnen.
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Es folgen Beweise zu den Ableitungen in Tabelle 13.1. In einigen Fillen sind
das auch praktische Rechentricks, mit denen man die Ableitung im konkreten
Fall direkt berechnen kann, ohne sich die allgemeine Formel aus der Tabelle
merken zu miissen.

Beweise.

(a) (") = e”. Die Ableitung der Exponentialfunktion ergibt sich aus der
Definition von e® iiber die Potenzreihe; dies wird erst in Mathematik B
behandelt.

(b) (Inz)’ = 1. Dies folgt aus der Ableitungsregel fiir Umkehrfunktionen
(Satz 13.3.5) und (a): Mit y = f(x) = e® ist f~1(y) = Iny. Damit folgt

(c) () = ax®~1L.

(i) Fall @ = n € N: Das ist Folgerung 13.3.2 (beziehungsweise Bei-
spiel 13.1.2(a) fiir n = 0).

(i) Fall @« = —n, n € N*,  # 0: Mit 7" = -1 erhilt man aus der
Quotientenregel und Fall (i)
1\ —nan? n -1
() S T g

(iii) Fall « € R, x > 0: Wir schreiben die allgemeine Potenz z® mit der
Exponential- und Logarithmusfunktion,

& = eorlnx’

(siehe (4.11)) und benutzen dann die Kettenregel:

. / . « « _
(ealnz) :ealnw.izxa.izaxa 1.

T x

(d) Ableitung der n. Wurzel. Wir schreiben die Wurzel als Potenz,
V= a7,

und leiten dann mit der Regel fiir Potenzen ab:

( i)/ 1 2.4 1 1-m 1 1
l‘ﬂ, = —xn = —:L' n = — =
n n na nvaxn—1

(e) Fiir die Ableitung von In|z| unterschieden wir die Félle z > 0 und z < 0:

In|z| = Inz, z >0,
- \In(-z), z<O0.

Bei z > 0 ist das die schon bekannte Ableitung aus (b), (Inz)’ = 1. Fiir

x < 0 erhalten wir durch anwenden der Kettenregel
/ 1 1
(In(-2)) = —-(-1) ==

—Z T

Die Ableitung ist also in beiden Féllen %
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Ableitung von sin z. Hier berechnen wir die Ableitung iiber den Differen-
zenquotienten und das Additionstheorem fiir den Sinus:

. v .. sin(fx+h)—sinz . sinz-cosh+cosz-sinh —sinz
(sinz)’ = lim = lim
h—0 h h—0 h
) i cos(h) —1 sin h
= lim | sinx - ———— +cosx -
h—0 h h

Aus Beispiel 11.2.2 kennen wir den Grenzwert

. sinh
}1113% W =1. (13.9)

Zur Berechnung des anderen Grenzwerts setzen wir a = %, d.h. h = 2«
und benuzten die Formel

cos(2a) = cos® a — sin® a, (13.10)

die sich aus dem Additionstheorem fiir Cosinus ergibt, sowie cos?a =

1 —sin®

cos(h) —1  cos(2a) =1  cos® a — sina — 1

h 2« 20
—2sin? . sin o
= = —sina-—— 0
2« e’
—0 ~~
—1

bei h — 0 < o — 0. Damit folgt

h)—1 inh
(sinz)’ = lim (sinx : %Jrcosay s > = cos .

h—0 h h
———— ~—~
—0 —1

Bemerkung: Bei der Herleitung des Grenzwerts (13.9) in Beispiel 11.2.2
war entscheidend, dass der Sinus mit dem Winkel in Bogenmaf} verwendet
wird. Daher ist auch die Ableitung (sinz)’ = cos z und alle anderen Ablei-
tungsformeln der trigonometrischen und Arcusfunktionen in Tabelle 13.1
nur richtig fir den Winkel in Bogenmafs.

Aus
. T
cosx = sm(m + —)
2
und der Kettenregel folgt

!/
(cosz) = <sin<:v + ;T)) = cos(er g) 1= cos(a?+ g) = —sinz.

Ableitung von arcsinz. Fiir y = f(z) = sinz mit # € |- %, Z[ist f~(y) =
arcsin(y) und damit

1 r 1 B 1
f'(z) cosT \/1 _sinZg \/1 _ yz'
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Beachte: Damit die Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion anwend-
bar ist, muss f’(z) = cosz # 0 gelten (f'(x) im Nenner!). Daher wurde der

Definitionsbereich des Sinus fiir die Umkehrfunktion auf z € | — 7, 5[ an-
statt [—7, 7] eingeschrénkt, was y € | — 1, 1] entspricht. Auerdem wurde
hier

cosx=1-sin’z = coszx=1+V1-sin’z

verwendet, wobei sich nur die positive Wurzel +, /-~ ergibt, da cosxz > 0
fir |z < 3.

]

13.5 Einseitige Ableitungen

Benutzt man links- beziehungsweise rechtsseitige Grenzwerte in der Definition
(13.1) der Ableitung, so erhilt man einseitige Ableitungen:

f(@) = flwo)

lim (13.11)
TN\ (To T — X9

heifit rechtsseitige Ableitung von f in xg,
lim M (13.12)

x xo T — Xo

ist die linksseitige Ableitung. Dies sind die Definitionen der einseitigen Ableitung
iiber den Differenzenquotienten. In vielen Féllen kann man die einseitigen Ab-
leitungen auch als einseitige Grenzwerte der beiseitigen (,,normalen®) Ableitung
berechnen: Ist f stetig in xg und differenzierbar fiir x > ¢ (bzw. x < x¢), dann
gilt

rechtsseitige Ableitung in xo = li\m I (z), (13.13)
xr ZTo

linksseitige Ableitung in xg = li/m I (), (13.14)
xr i)

falls der jeweilige Grenzwert existiert.

Beachte: Die beidseitige Ableitung kann nur in offenen Intervallen gebildet
werden! (Denn Definition 13.1.1 verwendet beidseitige Grenzwerte.) Ist z.B.
f(z) nur definiert fiir z > a, dann erhélt man durch Ableiten nach den Ab-
leitungsregeln zunéchst nur die (beidseitige) Ableitung f/(z) fiir > a. Fiir die
Stelle z = a muss die einseitige (hier rechtsseitige) Ableitung betrachtet werden,
entweder mit (13.11) oder (13.13).

Beispiel 13.5.1 (a) Wir untersuchen die Ableitung der Betragsfunktion

T, x>0
-z, <0

f(@) = |z| = {

Zunichst erhalten wir fiir z > 0 und = < 0 die normale, beidseitige Ablei-

tung
1 z >0
/fE: bl
Fx) {1, <0
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=

(also auf den offenen Intervallen | — 00,0[ und ]0,00[). In z = 0 muss
die einseitige Ableitung betrachtet werden. Mit der Definition iiber den
Differenzenquotienten (13.11), (13.12) ist

—10
i ELEION
2N\0 x—0 z\0 T
70 _
PN e ] B PO Y

20 x—0 z /0 X

Die rechtsseitige Ableitung von f in x = 0 ist also 1, die linksseitige
Ableitung ist —1. Da die einseitigen Ableitungen (Grenzwerte des Diffe-
renzenquotienten) verschieden sind, ist die Funktion in = 0 somit nicht
(beidseitig) differenzierbar, f/(0) existiert nicht. (Der beidseitige Grenz-
wert des Differenzenquotienten existiert nicht.)

Graphisch bedeuten die unterschiedlichen einseitigen Ableitungen, dass
die Betragsfunktion an der Stelle in x = 0 einen Knick aufweist:

Y

||

Offenbar ist die Steigung jeder Sekante im Bereich x > 0 gleich 1, und
im Bereich z < 0 gleich —1. Speziell erhélt man in = 0 von rechts die
Steigung 1 und von links die Steigung —1.

Wir betrachten nun die Funktion

f(x)={§w27 v=l

T — %, z>1
Auf den offenen Intervallen | — oo, 1[ und |1, 00[ ist f differenzierbar mit
der Ableitung
z, <1
! z) = bl
@) {1, z>1

Ist f auch an der Stelle x = 1 differenzierbar, und wenn ja, was ist die
Ableitung?

Wir priifen zuerst, ob f an der Stelle x = 1 stetig ist (notwendige Bedin-
gung fiir Differenzierbarkeit nach der Bemerkung auf Seite 178):

= Q11/‘m1 flz) = ilinlf(x) =f(1) = fstetiginz=1.
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Wegen der Stetigkeit in = 1 kénnen wir die einseitigen Ableitungen jetzt
mit den Formeln (13.13) und (13.14) berechnen: die linksseitige Ableitung
ist

1 /
lim f/(x) = lim (7332) = limx =1,
z 1 z,/1\2 z 1

fiir die rechtsseitige Ableitung ergibt sich

1 /
1 / = 1 _— - = 1 =
il\mlf(m)_il\nﬁ(x 2) ilfmll L

Die einseitigen Ableitungen sind also gleich. f ist damit differenzierbar in
x = 1, und die Ableitung ist f'(1) = 1.

Da die einseitigen Ableitungen in x = 1 gleich sind, hat der Graph von f
an dieser Stelle keinen Knick:

N =

13.6 Zeitableitungen

In Anwendung treten oft Funktionen auf, die von der Zeit ¢ abhéingen,

t— f(t).

In diesem Fall hat die Ableitung von f, also die Ableitung nach der Zeit, eine
spezielle Bedeutung;:

Betrachten wir zum Beispiel ein Koper, der sich bewegt. Sei

s = f(t)

die Strecke, die der Korpers zur Zeit ¢ bereits zuriickgelegt hat. Dann ist

As = [(t) = f(to)

die im Zeitintervall [¢o, t] zuriickgelegte Strecke, und der Differenzenquotient

As _ f(t) = flto)

At t—to
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ist die durchschnittliche Geschwindigkeit im Intervall [to, ]. Die Ableitung f’(¢o)
ist der Grenzwert t — tg des Differenzenquotienten und damit gleich der mo-
mentanen Geschwindigkeit des Kopers zur Zeit tq:

Fte) — tim L= S0

= Momentangeschwindigkeit zur Zeit £g.
t—to t— to

Oft wird eine andere Bezeichnung fiir Zeitableitungen verwendet:
f&)=r'@
Allgemein beschreibt die Zeitableitung die momentante Anderung einer GroBe

f):

= momentane Anderungsrate von f(t) zur Zeit ¢,

fto) — tin T =IO

t—to t—to
Weitere Beispiele aus der Anwendung sind

v(t) = Geschwindigkeit = v(¢)

= a(t) = Beschleunigung
Q(t) = Ladung = Q(t) = I(t) = Stromstirke

13.7 Hohere Ableitungen

Ist die Funktion f differenzierbar auf dem Intervall ]a,b[, so ist die Ableitung
f'(x) eine Funktion, die wieder fiir x € ]a, b[ definiert ist. Diese Ableitungsfunk-
tion f’ kann erneut differenzierbar sein. Die Ableitung von f’ ist dann die zweite
Ableitung von f, geschrieben als

f/l

Entsprechend kann man noch hohere Ableitungen bilden:

" f(4), f(5), o

)

Man beachte die unterschiedliche Schreibweise ab der vierten Ableitung.

Beispiel 13.7.1 Wir berechnen die ersten drei Ableitungen von

f(a:):\/izx%, x> 0.

Es ist
1
f(@) =g
1 1 3 1 s
" R -5 — _ 7%
fla) =3 (2)95 i
f(e) = 2ot
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Kapitel 14

Anwendungen der
Differentialrechnung

In diesem Kapitel besprechen wir verschiedene Anwendungen der Ableitung von
Funktionen. Neben den Methoden der Kurvendiskussion (Monotonie, Extrem-
werte, Kriimmung und Wendepunkte) sind das die Regel von I'Hospital zur
Berechnung von Grenzwerten sowie das Newtonverfahren zur niherungsweisen
Bestimmung von Nullstellen.

Hinweis: In den alten Mathematik A&B Skripten finden sie den Stoff dieses
Kapitels im Skript Mathematik A, Kapitel 3.4.

14.1 Extremwerte

Definition 14.1.1 Die Funktion f : D — R hat in g € D ein globales Fxtre-
mum, falls

f(zo) > f(z) fiirallex € D (globales Mazimum,)
oder
f(zo) < f(z) firallexeD (globales Minimum,).

f hat in x¢ ein lokales Extremum, wenn es ein (kleines) offenes Intervall |, d[ in
D um z( gibt, d.h. 2 € J¢,d[ C D, mit

f(zo) > f(z) fir alle z € ]e,d| (lokales Mazimum,)
oder
flxo) < f(z) fir alle z € ]e, d| (lokales Minimum,).
Ein globales Maximum zum Beispiel ist somit der groBite Funktionswert von
f auf dem ganzen Definitionsbereich, wirend ein lokales Maximum nur in einer

(eventuell kleinen) Umgebung der grofite Wert ist. Ist die Funktion f etwa auf
dem Intervall [a, b] definiert und hat dort den folgenden Graphen,

191



192 KAPITEL 14. ANWENDUNGEN DER DIFFERENTIALRECHNUNG

dann sind

globale Minima: x;

globale Maxima: a
e lokale Minima: x1, x3
e lokale Maxima: o

(Die Randpunkte des Intervalls @ und b sind keine lokalen Maxima nach der De-
finition, weil es kein offenes Intervall um a bzw. b gibt, dass im Definitionsbereich
[a,b] von f liegt.)

Bemerkung: Eine Funktion kann mehrere globale Maxima und Minima haben.
Zum Beispiel hat f(x) = 22 mit dem Definitionsbereich D = [—2, 2] zwei globale
Maxima bei z = —2 und = = 2.

Fiir globale Extrema gilt:

Satz 14.1.2 Ist f : [a,b] — R stetig (a,b € R) dann hat f auf [a,b] ein globales
Mazimum und Minimum.

Satz 14.1.2 ist anschaulich klar, weil die stetige Funktion auf dem Intervall
[a,b] keine Sprungstellen hat. Wichtig ist hier aber, dass das Intervall [a, b]
abgeschlossen und beschriankt ist. So hat zum Beispiel die stetige Funktion
f(z) = 1/x auf ]0,1] kein globales Maximum, denn die Funktionswerte wer-
den nahe bei 0 beliebig grofi.

Mit dem néchsten Satz konnen wir mdgliche lokale Extremstellen mithilfe
der Ableitung berechnen.

Satz 14.1.3 (notwendiges Kriterium fiir lokale Extrema) Die Funktion
fi]a,b] = R sei differenzierbar. Dann gilt:

f hat in xq ein lokales Extremum = f'(x¢) = 0.

Beweis. Es ist grafisch plausibel, dass f in einem lokalen Extremum xzy eine
waagerechte Tangente haben muss. Ist zum Beispiel xy ein lokales Maximum,
dann haben Sekanten ,von links®, d.h. fiir ¢ < z(, eine Steigung > 0:

f(z) — f(zo)

vergleiche die folgende Skizze.
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Im Grenzwert z  zy muss daher auch die Tangente in x( eine Steigung > 0
haben. Genauso haben Sekanten von rechts, d.h. mit = > x, eine Steigung < 0,

z>z0 A f(z) < flzo) = MSO-
r — X

Also muss (z \, xg) die Steigung der Tangente in zy auch < 0 sein. Insgesamt
muss die Steigung der Tangente daher gleich Null sein, d.h. f'(x¢) = 0. O

Bemerkung: Das Kriterium ist nicht hinreichend:

f'(x)) =0 #  z0 lokales Extremum!

Ein Gegenbeispiel ist etwa die Funktion f(z) = 23

3

Dalfiir ist
f'(x) =32%, f'(0) =0,

aber ¢ = 0 ist offenbar kein lokales Extremum.

14.2 Monotonie

Da die Ableitung die Steigung der Tangenten an die Funktion angibt, ist es
naheliegend, dass man aus der Ableitung Aussagen iiber die Monotonie der
Funktion machen kann. Ein Hilfsmittel dazu ist der folgende Mittelwertsatz:

Satz 14.2.1 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Sei f differenzier-
bar auf [a,b]. Dann gibt es (mindestens) ein £ € |a, b[ mit

f(0) = f(a)

I e, (14.1

Grafisch bedeutet der Mittelwertsatz das Folgende:
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Die Steigung der Sekante (blau gestrichelt) durch a und b ist
f() = f(a)
b—a

Es gibt dann eine Stelle £, an der die Tangente (orange) an die Funktion parallel
zur Sekante ist, die Steigung f’(€) der Tangente also gleich der Sekantensteigung
ist, d.h. (14.1) gilt.

Satz 14.2.2 (Monotonie) Sei f differenzierbar auf [a,b]. Dann gilt:

() >0 auf Ja,b| = f monoton wachsend auf [a,b]

() >0 auf Ja,b| = f streng monoton wachsend auf |a, b]
f(x) <0 auf Ja,b] = f monoton fallend auf [a,b]

f'(x) <0 auf Ja,b] = f streng monoton fallend auf [a, D]
() =0 auf Ja,b| = [ konstant auf [a,b]

Beweis. Seien x1, 23 € [a,b], £1 < 2. Aus dem Mittelwertsatz folgt

f(x2) = f(x1) = f1(§) (22 — 1)

fiir ein £ € |z, z2[. Da 29 — x1 > 0 erhalten wir somit

>0 = flz2) = f(z1) >0 = f(z1) < f(22)
fl&)>0 = flxa)—fle1)>0 = flz1) < flxa)

und so weiter fiir die anderen Falle. O

Bemerkung: Da im Mittelwertsatz £ € ]a, b[ gilt, langt es in Satz 14.2.2 die
Bedingung an f’(z) nur auf dem offenen Intervall ]a, b[ zu fordern, und man be-
kommt trotzdem die Monotonieaussage auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b].
Ist zum Beispiel f/(z) > 0 fiir € ]0,1[ und f'(0) = 0, dann ist f streng mo-
noton wachsend auf [0, 1]. (Eine konkrete Funktion mit diesen Eigenschaften ist

flz) =2%)

14.3 Hinreichende Bedingungen fiir lokale Ex-
trema

Nach Satz 14.1.3 sind die Nullstellen der Ableitung, also alle Stellen xg mit
f'(zo) = 0, die moglichen lokalen Extremstellen einer differenzierbaren Funkti-
on. Wir betrachten jetzt zwei hinreichende Kritierien fiir Extrema, mit denen
man also schlieflen kann, dass eine bestimmte Stelle x( tatséchlich ein Extremum
ist, und auch, ob es sich um ein Maximum oder Minimum handelt.
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Satz 14.3.1 (Vorzeichenwechselkriterium) Sei f/'(zo) = 0 und sei a <
xo < b so dass [a,b] C Dy.

(i) Falls
() <0 auf |a,zo[ und
() >0 auf |xo,b[,
dann hat f in xg ein lokales Minimum.
(i) Falls
f'(x) >0 auf la,zo[ und
() <0 auf |xo,b[,
dann hat f in xo ein lokales Maximum.

Beweis. Dies folgt direkt aus dem Satz 14.2.2 iiber die Monotonie. Im Fall (i)
z.B. gilt

auf Ja,zo[: f'(r) <0 = f streng monoton fallend,
auf ]zo,b[: f'(r) >0 = [ streng monoton wachsend.

Also hat f in x( ein lokales Minimum. Anschaulich:

O

Wichtig: Fir das Vorzeichenwechselkriterium muss [a,b] C Dy gelten, das
heifit in [a,b] darf keine Definitionsliicke liegen! Anders gesagt miissen bei der
Untersuchung des Vorzeichens von f die Definitionsliicken mit betrachtet wer-
den.

Beispiel 14.3.2 (a) Wir untersuchen die Funktion

fl@)=@B-x)V1i+a2?,  Df=R,

auf lokale Extrema sowie Monotonie. Die Funktion hat keine Definiti-
onsliicken. Die erste Ableitung ist (Produkt- und Kettenregel)

3—x ~(1+2>)+B3—2) 2
/x :7\/1+$2+7'2I:
@) 2v/1 + 22 V1422
222+ 3z —1

V1+ 22

(14.2)
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Wir berechnen die méglichen Extremstellen:

3 1
fllz)=0 <« 222 +3x-1=0 <& x2—§x+§=O

- 3B\N'_ 1.9 1
TTY) T 72716 16

3,1 1

Fiir den Zahler ergibt dies die Faktorisierung

|
—2x3+3x—1:—2(x—1)(m—§)

und damit
2 - 1) - 3)
() = 2. (14.3)
vVi+zx

Hieraus lassen sich nun die Vorzeichen von f’ in den Intervallen zwischen
den Nullstellen von f’, also in ] — oo, %[, ]3,1[ und ]1,00[, bestim-
men. Daraus ergeben sich dann Monotonie und Extrema von f geméf
Satz 14.2.2 und 14.3.1:

T ‘ T < % ‘ % ‘ % <z<l1 ‘ 1 ‘ z>1
f(@) - 0 + 0 -
f str. mon. | lok. Min. | wachsend | lok. Max. | fallend
fallend

Die Vorzeichen von f” in den drei Intervallen lassen sich zum Beispiel aus
der Faktorisierung (14.3) von f’ bestimmen, etwa

<0 >0
—~ =
—2(z —1)(z — 3)
V1422

Eine andere Moglichkeit ist die Auswertung von f’(z) an einer Stelle des
Intervalls. Zum Beispiel ist f/(0) = —1 < 0 und daher auch f’(z) < 0 fiir
alle x < % (Denn sonst miisste f' noch eine Nullstelle 2y < % haben, aber
die einzigen Nullstellen waren % und 1.) Schliefflich kann man in diesem
Beispiel auch benutzen, dass der Zihler in (14.2) eine nach unten gesfinete
Parabel ist und damit positiv zwischen den beiden Nullstellen und negativ
auBerhalb; und f” hat dieselben Vorzeichen, da der Nenner v/1 + x2 immer

positiv ist.

1
—<z<l = flz)= >0

2

Das Ergebnis ist zusammengefasst:

e f ist streng monoton fallend auf ] — oo, 3] und [1, cc[ sowie streng
monoton wachsend auf [3,1].

e f hat ein lokales Minimum in # = 1 und ein lokales Maximum in

2
x=1.
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(b) Das zweite Beispiel ist

flz) = . Dy=TR\{0}.

Die Funktion hat eine Definitionsliicke in = 0, die wir gleich beim Vorzei-
chenwechselkriterium beriicksichtigen miissen. Zuerst berechnen wir wie-
der die moglichen Extremstellen aus f'(x) = 0:

3z2-2? — (2% +1)-22 32— (2 +1)-2 232
; =

4 = =
f(il')— T 133 CC3
fllx)=0 e 2°-2=0 o =2 & 2="V2

Um nun die Definitionsliicke zu beriicksichtigen, nehmen wir sie mit in die
Vorzeichentabelle auf:

x ‘ <0 0 ‘ O<zx< 2 ‘ 2 ‘ x> 2
() + nicht def. - 0 +
f wachsend — fallend lok. Min. | wachsend

Die Vorzeichen ergeben sich z.B. aus

<0 <0

— —
3 —2 . 2% =2
<0 = flz)="—F5->0, 0<z<V2= flla)="7%5-<0,...
< <
<0 >0

Alternativ kann man wieder konkrete Zahlen einsetzen, z.B. f/(—1) =
o=3>0firz<Ound f'(1)=---=-1<0fiir 0 <z < V2.

Hier ist das Ergebnis also
e f ist streng monoton wachsend auf | — oo,0[ und [{/2,00[ sowie
streng monoton fallend auf 0, V/2].
e f hat ein lokales Minimum in x = 2.

Das zweite hinreichende Kriterium fiir lokale Extrema benutzt die zweite
Ableitung:

Satz 14.3.3 (Kriterium mit ") Sei f zweimal stetig differenzierbar. (Das
heifst, f ist zweimal differenzierbar und f" ist stetig.) Sei f'(xo) = 0. Dann gilt:

(o) >0 = f hat in xo ein lokales Minimum

/" (x0) <0 = f hatin x¢ ein lokales Mazimum
Beweis. Sei z.B. f(z9) > 0. Da f” stetig ist, gilt dann f”(x) > 0 auf einem
ganzen Intervall |xg—e,29+¢[ um zo (¢ > 0 klein genug). Die Ableitung von f’
ist also positiv auf dem Intervall. Aus Satz 14.2.2 (angewandt auf f’ anstatt f)
folgt, dass f’ streng monoton wachsend ist auf |zg—e, zo+¢e[. Wegen f/(z9) =0
ist damit

>0 auf Jxg,zo+ €[

(@) {< 0 auf Jxg —e,zo|

Nach dem Vorzeichenwechselkriterium ist somit z ein lokales Minimum. [l
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Bemerkung: Der Nachteil des Kriteriums mit f” ist, dass es in manchen
Fillen keine Aussage liefert, ndmlich dann, wenn auch f”(z) = 0 ist. In solchen
Fallen kann x¢ ein lokales Extremum sein, es kann aber auch sein, dass es kein
Extremum ist. Beispiele dafiir sind die Funktionen f(z) = #3 und f(z) = x4,
oder allgemeiner f(x) = 2" fiir jede ungerade bzw. gerade Zahl n > 2. Das
Vorzeichenwechselkriterium liefert auch in solchen Féllen (meist) eine Aussage.

Ein weiterer Vorteil beim Vorzeichenwechselkriterium ist, dass die zweite
Ableitung nicht berechnet und ausgewertet werden muss. Je nach Funktion kann
das recht aufwindig sein.

14.4 Berechnung globaler Extrema

Hat die Funktion f : [a,b] — R ein globales Extremum z¢ im inneren des
Intervalls (also z¢ # a,b), dann muss es gleichzeitig auch ein lokales Extremum
sein. Die globalen Extrema einer Funktion gehoren also entweder zu den lokalen
Extrema, oder sie sind Randpunkte des Definitionsbereichs. Zur Berechnung
globaler Extrema geht man deshalb wie folgt vor:

(i) Berechne lokale Extrema.

(ii) Berechne die Funktionswerte bzw. das Verhalten von f am Rand des De-
finitionsbereiches (inklusive Definitionsliicken!) und bestimme daraus die
grofiten und kleinsten Funktionswerte (falls es sie gibt).

Wir erldutern das an einem Beispiel.

Beispiel 14.4.1 Wir betrachten die Funktion
f: [—%,4]—)]]5{, f(z) =2 — 322

Wir berechnen zunéchst die lokalen Extrema und verwenden dafiir (zur Ab-
wechslung) das Kriterium mit f”'.

fl(x) =322 -6 =3z(x—2)=0 & =0V x=2

f(z)y=6x—-6, f"(0)=-6<0 = x=0 lokales Maximum
f(2)=6>0 = =2 lokales Minimum

Wir berechnen jetzt die Werte von f(x) an den lokalen Extremstellen und an
den Réndern des Definitionsintervalls [—1, 4]:

Der groite Funktionswert ist also y = 16 an der Stelle x = 4, der kleinste Wert
ist y = —4 bei x = 2. D.h. f hat ein

e globales Maximum bei x = 4,

e globales Minimum bei z = 2.
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Wir verdeutlichen die Ergebnisse unserer Rechnung noch grafisch:

16 +

—U_E\f/ ;1

14.5 Kriimmung und Wendepunkte

So wie die erste Ableitung f’(x) die Steigung einer Funktion an jeder Stelle be-
schreibt, beschreibt die zweite Ableitung die Kriimmung von f. Zuerst definieren
wir die zwei Arten der Krimmung;:

Definition 14.5.1 Die Funktion f heiit konvez, wenn der Graph von f links-
gekriimmt ist, und konkav, wenn der Graph rechtsgekriimmt ist.

f konvex / J konkav

Das Vorzeichen der zweiten Ableitung bestimmt die Kriimmung;:

Anschaulich heifit das:

Satz 14.5.2 Sei f zweimal differenzierbar auf ]a,bl.

" (x) >0 auf la,b] = [ konvex auf [a,b]
" (x) <0 auf la,b] = [ konkav auf [a,b]

Beweis. Anwendung von Satz 14.2.2 auf f’ liefert

f"(x) > 0 auf Ja,b] = [’ streng monoton wachsend auf [a, b]
/" (x) <0 auf Ja,b] = [’ streng monoton fallend auf [a, ]

Daraus ergibt sich die behauptete Kriimmung, denn wenn f’(z) wéchst, die
Steigung also grofler wird, dann ist f konvex; und wenn f'(z) fillt, d.h. die
Steigung kleiner wird, so ist f konkav. (Vergleich dazu die Skizzen zu konvex
und konkav oben.) O

Beispiel 14.5.3 Fiir f(z) = e* gilt f”(z) = e® > 0. Die Exponentialfunktion
e® ist also nach Satz 14.5.2 konvex.
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/

Fir f(z) =Inz ist

)= wd f@)=-— <0,

also ist der Logarithmus In z konkav.

Inx

Definition 14.5.4 f hat in zy einen Wendepunkt, wenn f in zy die Kriimmung
wechselt.

Satz 14.5.5 (Vorzeichenwechselkriterium fiir Wendepunkte)
Gilt f"(x9) = 0 und wechselt f"(x) bei o das Vorzeichen, dann ist xo ein
Wendepunkt.

Beweis. Der Satz folgt direkt aus der Definition eines Wendepunkts und dem
Vorzeichenkriterium fiir die Kriitmmung Satz 14.5.2 (]

Beispiel 14.5.6 Wir wollen die Funktion
L 3, 2
flz) = B

auf Kriimmung und Wendepunkte untersuchen. Wir berechnen zun#chst die
zweite Ableitung und ihre Nullstellen:

fl(x) = —2® + 2z, f'(z)=—2x+2
fflz)=0 & z=1
Wir bestimmen nun das Vorzeichen von f” links und rechts von x = 1 und
daraus dann Kiimmung und Wendepunkte:
T ‘ z <1 ‘ 1 ‘ z>1
f// J)) + 0
f konvex | Wendepunkt

konkav
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Somit gilt:
e f ist konvex auf | — oo, 1]
e f ist konkav auf [1, o]
e f hat Wendepunkt in zg = 1

Analog zu den lokalen Extrema gibt es auch fiir Wendepunkte ein hinrei-
chendes Kriterium mit der nichst hoheren Ableitung:

Satz 14.5.7 (Kriterium fiir Wendepunkte mit f"’) Sei f dreimal stetig
differenzierbar. Gilt f"(xo) = 0 und f"(xo) # 0, dann ist zo ein Wendepunkt.

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 14.3.3. O

14.6 Kurvendiskussion

Wir haben an dieser Stelle alle Mittel und Methoden kennengelernt, mit denen
sich eine vollstdndige Kurvendiskussion einer Funktion durchfiihren lisst. Wir
fassen hier all diese Methoden noch einmal zusammen. In ,,echten* Anwendun-
gen ist es allerdings oft so, dass nicht alle Schritte durchgefiihrt werden miissen,
weil nur bestimmte Eigenschaften einer Funktion interessieren.

Definitionsbereich von f; Stellen, in denen f nicht stetig ist
Symmetrie, Periodizitidt von f
Nullstellen von f

Ableitungen f', f” und (eventuell) f"’; Stellen, in denen f nicht differen-
zierbar ist

(5) Monotonie und Extrema
(6) Kriimmung und Wendepunkte

(7) asymtpotisches Verhalten an Definitionsliicken und am Rand des Defini-
tionsbereiches

(8) Skizze der Funktion

14.7 Der Satz von I’Hospital

Mit dem Satz von I’'Hospital ist es moglich, Grenzwerte der Form

lim —f(x)
t—a g(x)
in den Féllen zu berechnen, die auf ,,%“ oder ,,22* fithren, wo also die Grenz-

wertrechenregel fiir Quotienten aus Satz 11.2.1 nicht anwendbar ist.
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Satz 14.7.1 (Satz von ’Hospital) Sei entweder

lim f(z) = lim g(x) =0

r—a r—a
oder
lim f(z) = oo, lim g(z) = *o0.
Tz—a z—a
Sei ¢'(x) # 0 fir x # a, |x — a| klein. Wenn dann lim,_,, % ezistiert, d.h.

der Grenzwert ist ein Zahly € R, oder oo oder —oo, dann gilt

T ACORI I C) (14.4)

1m .
z—a g(x) z—a g’(x)

Die Aussage gilt genauso fiir einseitige Grenzwerte x / a, x \, a sowie bei
T — 00 und T — —00.

Der Satz von 'Hospital sagt also, dass man beim Grenzwert lim,_,, % in den

Fdllen % und 2 Zahler und Nenner ableiten darf und dann den Grenzwert mit
(14.4) berechnen kann.

Achtung!
Fiihrt der Grenzwert lim,_,, % nicht auf % und 2, dann kann I'Hospital

nicht angewandt werden. Man muss (und kann) dann stattdessen den Grenzwert
ynormal® iiber die Rechenregeln fiir Grenzwerte (Satz 11.2.1) bestimmen.

Beweis I’Hospital, einfachster Fall. Sei a € R. Bei z — a gelte

f(@) = f(a) =0, g(z)— g(a) =0,
(@) = u, g (z) = v#0.

~,

und limg_,,

Hier fithrt also limg,_,, % auf %,

dem Mittelwertsatz 14.2.1 gilt

f(x) = fla) = (x —a) - f'(€)
9(z) —g(a) = (x —a) - g'(n)

g:gig = = € R existiert. Nach

wobei &, 1 zwischen a und z liegen, und von z abhiingig sind. Wegen f(a) =
g(a) = 0 folgt dann
fl) _(—a)f(§) _ ')

o@) " @ —agm g v AT

denn aus x — a folgt £ = a, n — a da £ und 7 zwischen a und z liegen. O

Bemerkung:

(a) Wenn lim,_,, % wieder % oder 2 ergibt, kann der Satz von 1’'Hospital

nochmal angewandt werden (auf g :Ei;) Dies kann wenn notig solange

wiederholt werden, bis der Grenzwert ausgerechnet werden kann.
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Grenzwerte der Form oo — co und 0 - 0o, die sich ebenfalls nicht mit den

Grenzwertrechenregeln bestimmen lassen, kann man hiufig auf die Form

% oder 22 umformen und dann mit I'Hospital berechnen.

Beispiel 14.7.2 (a) Wir wollen

Inz

rx—1 x—1
berechnen. Fiir x — 1 ist

Inz —Inl=0, Vz—1—=vV1-1=0,

wir haben also den Fall ,,g“. Wir kénnen daher I’'Hospital anweden und
erhalten )
Inz = 1
i =lim = +=2
=1 /x—1 =21 5 3
Der Grenzwert
lim z3e=%%, a>0
xr—r 00

fithrt auf co - 0 (denn o > 0 = —azr - —oc0 = e~ ** — 0). Wir kénnen
den Grenzwert als Quotient schreiben (Fall ,22“) und dann mehrmals
I"'Hospital anwenden (bis sich nicht mehr ,, 22 ergibt):

3 3 2
. —ag 000 1. 2. T =2 6z
lim 227 "= lim —— 2 lim 2 lim
T—300 z—00 AT z—300 LT z—r00 (2eXT
2 6

(Beachte e** — oo da o > 0.)

Offenbar ist diese Rechnung auch fiir beliebige Potenzen 2™ (n > 1)
moglich. Es gilt

x
lim 2"e™** = lim — =0 fiir jedes n € N*, a > 0.
T—00 r—00 eXT
(Zur Berechnung des Grenzwerts n-mal I’'Hospital anwenden.) Man kann
daher sagen:

e*® (mit o > 0) wéchst schneller als jede Potenz 2™

Was ist der Grenzwert
1 1
lim — —-— 7
z=0sinr
Da sinxz — 0 fiir z — 0 fiihrt dieser Grenzwert auf den Fall ;00 — co“.
Indem wir die Differenz als einen Bruch schreiben, kénnen wir das auf

den Fall ,,%“ umformen und damit wieder I’Hospital anwenden und den

Grenzwert so berechnen:

1 1 . x—sinz g . 1 —cosx
- lim - = lim —
z—0 SInx x z—0 T -sSInx z—0 SINx + T COST

. sinx 0
lim - =—-=0
z—0 COST + cosT — xsinx 2

||ole
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Als eine Anwendung des Satzes von 'Hospital berechnen wir jetzt eine Dar-
stellung der Exponentialfunktion durch einen Grenzwert.

Beispiel 14.7.3 Wir wollen zeigen, dass gilt

€T n
lim (14+2)" =", (14.5)
n— oo n
Man beachte, dass hier x eine feste Zahl ist und der Grenzwert n — oo betrachtet
werden soll. Das Problem bei diesem Grenzwert ist, dass die Variable n sowohl
in der Klammer als auch im Exponent vorkommt. Fiir solch einen Ausdruck ist
keine der Rechenregeln fiir Grenzwerte aus Kapitel 11 anwendbar. Wir miissen
daher hier zunéichst wieder umformen, um einen Ausdruck zu erhalten, den man
dann mit ’'Hospital berechnen kann. Wir schreiben dazu die Potenz mithilfe von
(4.11) als Verkettung von Exponential- und Logarithmusfunktion:

(1+%)n=exp (n-n (1+%))

Der Grenzwert des Logarithmus-Terms ist
x .
1n<1+7) —1In(1) =0 bein — oo.
n

Das Produkt in der Exponentialfunktion fithrt daher auf ;oo - 0%, was wir auf

,,%“ umformen, um dann ’Hospital anzuwenden:
Y\ 000 In(1+ %) 2 l-il (=32)
lim o (14 2) 2 fim S mns &y R S
n—00 n n—00 n n—roo T n?

. T
= lim — ==z
n~>ool—|—;

Beachte, dass bei 'Hospital nach n abzuleiten ist, da wir den Grenzwert n — oo
betrachten (z ist hier konstant). Mit dem Zwischenergebnis kénnen wir jetzt
den gesuchten Grenzwert berechnen:

n—oo n—oo

lim (1 + E) = lim exp(n -In (1 + E)) = exp(z) = €e".
n n
—— ———
—z

Fiir x = 1 erhalten wir speziell die Formel

lim <1 + 1> =e. (14.6)
n

n—oo

Diese Formel gibt uns eine Moglichkeit, die Eulersche Zahl e ndherungsweise
zu berechnen, indem man némlich (1 + )" fiir immer grofiere n berechnet.
(Probieren Sie es aus!)

14.8 Das Newtonverfahren

Das Newtonverfahren dient der ndherungsweisen Berechnung von Nullstellen.
Im Gegensatz zum , Intervallhalbierungsverfahren“ aus Abschnitt 11.5 ist mit
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7
_//; ’
1 Zo

Abbildung 14.1: Das Newtonverfahren zur Nullstellenberechnung

dem Newtonverfahren eine sehr schnelle und genaue Berechnung von Nullstellen
moglich. Voraussetzung dabei ist allerdings, dass man einen guten Startwert hat,
der ausreichend nah an der exakten Nullstelle liegt.

Die Idee des Newtonverfahrens ist, die Funktion f in einem Punkt x(, der
schon in der Nahe der exakten Nullstelle z liegt, durch ihre Tangente t zu
ersetzen, siehe Abbildung 14.1. Da die Tangente in der Ndhe von zg nur wenig
von der Funktion abweicht, sollte die Nullstelle x; von ¢ eine gute Annéherung
an die Nullstelle Z von f sein.

Die Tangente an f in x ist

t(x) = f'(z0)(x — z0) + f(w0)-

Fiir die Nullstelle z; der Tangente ergibt sich damit

0= t(z1) = f'(2z0)(x1 — 0) + f(x0)
f(@o)
f'(wo)”

= I1 =Ty —

Das Verfahren lésst sich nun mit z; anstelle von z wiederholen (Iteration): Die
Nullstelle der Tangente ¢; in x1, also

f(xl)
f(x1)’

wird eine bessere Naherung fiir Z sein, vergleiche Abbildung 14.1. Aus x5 kann
man dann entsprechend z3 berechnen, u.s.w. Das ist das

To = X1 —

Newtonverfahren. Ausgehend von einem Startwert zy berechne rekursiv die
Zahlen

LTn+1 = Tp — f/(iUn) (n:071727---) (14'7)
Das Newtonverfahren liefert also eine Folge von Zahlen zq, z1, o, ..., die im

giinstigen Fall sehr schnell gegen die Nullstelle £ von f konvergiert. Das besagt
der néchste Satz:
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Satz 14.8.1 (quadratische Konvergenz des Newtonverfahrens)
Sei & eine Nullstelle von f, fir die zusdtzlich f'(Z) # 0 gilt. Sei z ein gewdhlter
Startwert fiir das Newtonverfahren. Ist der Anfangsabstand |xo—Z| zur Nullstelle
klein genug, dann konvergiert x,, quadratisch gegen T, das heifit es gilt

| Tyt — & < ¢ |z, — &%, n=0,12,... (14.8)

Der Abstand (Fehler) |x,, — Z| zwischen Niherungswert und exakter Nullstelle
nimmt also quadratisch ab.

Ist der Anfangsabstand |zo — Z| dagegen zu groff, dann kann die Konvergenz
langsam sein, oder die z,, konvergieren gar nicht gegen die Nullstelle. Wir ver-
deutlichen das am néchsten Beispiel:

Beispiel 14.8.2 Wir betrachten die Funktion
f(z) = =323 + = + 1.

Dieses Polynom hat keine rationalen Nullstellen. (Denn nach Satz 12.3.1 wiren
+1, :i:% die einzig moglichen rationalen Nullstellen; davon ist aber keine eine
Nullstelle.) Wegen f(0) = 1 und f(1) = —1 hat die Funktion aber zumindest
eine Nullstelle # im Intervall ]0,1[ (da f stetig, vergleiche 11.5). Wir versuchen
jetzt diese Nullstelle mit dem Newtonverfahren zu berechnen.

Es gilt f/(z) = =922 + 1. Die Rekusionsformel (14.7) lautet damit hier

-3z + 1, +1

X 1 =Tp —

Wiéhlen wir als Startwert 29 = 1 (rechter Randpunkt von ]0,1[), so erhalten
wir die Werte

n | o, |z — Z|
011 ~14-1071
11]0.875 2.4-1072

2 1 0.8521... 74-107%

3 | 0.85138382... 7.6-107

4 | 0.8513830728677... | 7.9-10713

Man sieht, dass schon nach nur vier Iterationen die ersten sechs(!) Nachkom-
mastellen fest sind. Vergleicht man die x,, mit dem exakten Wert der Nullstelle!

T = 0.85138307286692. . .,

sieht man, dass bei x; eine Nachkomastelle richtig ist, bei x5 zwei Stellen, bei x3
schon 6 Stellen und bei x4 sogar 11. Die Anzahl der richtigen Stellen verdoppelt
sich also (ungefiihr) mit jedem Schritt. Das ist die quadratische Konvergenz. Wir
haben in der Tabelle auch den Abstand |z,, — Z| zur Nullstelle mit angegeben.
An der Verdopplung der Exponenten (wieder ungefihr: —1,—2,—4, -7, —13)
erkennt man auch hier die quadratische Konvergenz. Diese Verdoppelung der
Exponenten entspricht genau der Formel (14.8), die hier erfiillt ist mit ¢ = 1.5.
Wir probieren jetzt noch den Startwert xg = 0 aus (linke Intervallgrenze):

1Tatséchlich wurde dieser ,exakte® Wert der Nullstelle mit dem Newtonverfahren berech-
net! In der numerischen Berechnung stoppt die Iteration wegen der begrenzten Rechengenau-
igkeit nach endlich vielen Schritten, das heifit die Zahlen z, &ndern sich dann nicht mehr.
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n | T,

010

1| -1

2 | —0.625

3 | —0.184...
4 | —1.38...
5 | —0.92...
10 | —0.189
15 | —1.04

207

Man sieht, dass die Werte hier nicht konvergieren. Der Grund ist, dass der
Startwert zg = 0 ,zu weit* von der Nullstelle Z entfernt ist. Warum xzg = 0 zu
weit weg ist sieht man genauer, wenn man man den Graphen von f zeichnet:

Zo

Die Tangente t in 2o = 0 hat positive Steigung, daher ist ihre Nullstelle x;
negativ. Die Newton-Iteration geht deshalb von xy aus in die falsche Richtung
nach links, und nicht nach rechts zur Nullstelle von f. Und jedesmal, wenn
die Newton-Folge mit einem =z, wieder so nah nach 0 zuriickkommt, dass die
Steigung von f dort positiv ist, liegt der niachste Wert x,, 1 wieder weiter im

Negativen.
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Kapitel 15

Integralrechnung

Die Integralrechunng stellt zum einen das Gegenstiick der Differentialrechnung
dar, indem das unbestimmte Integral die Ableitung einer Funktion wieder riick-
géngig macht. Zum anderen erlaubt das bestimmte Integral die Berechnung von
Fliacheninhalten, hat aber dariiberhinaus eine zentrale Bedeutung in vielen An-
wendungsbereichen, etwa der Physik (Berechnung von Arbeit, Energie, elek-
trischem Potential, Gesamtladung einer Ladungsverteilung, u.s.w.). Integrale
werden also bei weitem nicht nur zur Berechnung von Fliacheninhalten benutzt!

Hinweis: In den alten Mathematik A&B Skripten finden sie den Stoff dieses
Kapitels im Skript Mathematik B, Kapitel 3.

15.1 Stammfunktion und unbestimmtes Integral

Definition 15.1.1 Betrachte f :]a,b] — R. Eine differenzierbare Funktion F :
Ja,b] = R heifit Stammfunktion von f wenn gilt
F'(z) = f(x)  fiir alle z €]a,b|. (15.1)

Stammfunktionen sind nicht eindeutig: Sei ndmlich F' eine Stammfunktion
von f und sei

G(z) = F(x)+c
mit einer Konstante ¢ € R. Dann gilt
G'(x) = F'(x) = f(),

also ist auch G eine Stammfunktion von f. Seien andersherum F und G zwei
Stammfunktionen von f. Dann ist

(G(z) = F(z)) = G'(x) = F'(z) = f(z) — f(z) =0
= G(z) — F(z) = ¢ konstant (Satz 14.2.21)
= Gx)=F(x)+c

Wir haben damit nachgerechnet:

Satz 15.1.2 Ist F' eine Stammfunktion von f, dann erhdlt man durch
G(z) = F(x)+¢, cé€R konstant,

alle Stammfunktionen von f.

209
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Anders gesagt sind also Stammfunktionen nur bis auf eine additive Konstante
eindeutig bestimmt.
Das unbestimmte Integral einer Funktion f :]a,b[ — R ist definiert als

/f(x) dx = F(x) + ¢, (15.2)

wobei F' eine Stammfunktion von f ist und ¢ € R beliebig. Das unbestimmte
Integral [ f(x)dx ist somit die allgemeine Stammfunktion von f. Kurz:

Unbestimmtes Integral und Stammfunktion sind die Umkehrung der
Ableitung.

Bei der Berechnung der Stammfunktion F' suchen wir eine Funktion, de-
ren Ableitung wieder die Ausgangsfunktion f ist. Wir zeigen das an folgenden
einfachen Beispielen:

Beispiel 15.1.3 (a) Fiir f(z) = —3x ist F(z) = —32? eine Stammfunktion,
denn es gilt

F'(z)= —g 2z = —3z.

Der Faktor f% in F'(x) wurde dabei genau so gewiihlt, dass er die 2 in der

Ableitung 2z von 22 kompensiert, sodass am Schluss f(x) = —3z entsteht.
Aus der Stammfunktion F erhalten wir nun das unbestimmte Integral von

f(x):
3 9
—3rdr=—=x"+c
2
(b) f(z) =sinz hat die Stammfunktion F'(z) = — cosz, denn
F'(zr) = —(—sinz) = sinw.
Das unbestimmte Integral ist

/sin:rdx: —coszx + c.

Durch Umkehrung der Ableitungen der elementaren Funktionen von Tabel-
le 13.1 erhalten wir Tabelle 15.1 mit elementaren Stammfunktionen.

Fiir die Integration der Summe zweier Funktionen und der Multiplikation
mit einer Konstante gilt das Folgende:

Satz 15.1.4 (Linearitit des Integrals) Fir Funktionen f,g und eine Kon-
stante a € R gilt:

@) [ 1) £ 9w)ds = [ fa)dot [ ga)ds

(i1) /af(x)dx:a/f(x)dx
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f(x) F(x)
1
e ot a# -1
1 a—+1
- In |z|
T
\/Elzx% %x% :%\/ﬂ
— 2V
NG v
e* er
xT 1 T
a m ~av, a > 0
sinx —Ccosx
cosx sinx
T:l—i—tanQJc tanx
cos? x
1 .
_— arcsin x
V1—2z?
1
arctan x
1422

Tabelle 15.1: Stammfunktionen elementarer Funktionen

Beweis. Beide Formeln ergeben sich aus der Umkehrung der entsprechenden
Ableitungsregeln (Summenregel und konstanter Faktor). Zum Beispiel erhilt
man (i) so: Seien F,G Stammfunktionen von f und ¢, d.h. F' = f, G' = g.
Dann gilt nach der Ableitungsregel fiir Summen

(F(z) + G(x)) = F'(x) + G'(z) = f(x) + g(x).
Also ist F(x) + G(x) eine Stammfunktion von f(x) + g(x), und damit folgt
[ 1@+ g(@)dz = @) + Gla) o= [ flaydo+ [ g(a) da.
Bei der letzten Gleichheit haben wir die Stammfunktionen F(z) und G(z) als
unbestimmte Integrale von f und g geschrieben. Die (beliebige!) Konstante ¢
fallt dabei weg, da schon in den unbestimmten Integralen beliebige Konstanten

enthalten sind. O

Beispiel 15.1.5 Wir wollen das unbestimmte Integral [(—5z% + 3 cos(2z)) dz
berechnen. Wegen der Linearitit des Integrals gilt zunéchst

/ (—52% + 3cos(2z)) da = —5/:52 dx + 3/005(2x) dzx.
Zur Berechnung der beiden unbestimmten Integrale suchen wir jetzt Stamm-

funktionen von z? und cos(2z). Eine Stammfunktion von 22 ist $23. Fiir cos(2z)
erhélt man als Stammfunktion 3 sin(2z), denn

(% sin(2x))/ = % - cos(2x) - 2 = cos(2x).
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Abbildung 15.1: Zur Kontruktion des Integrals

Der Faktor % kompensiert hier den Faktor 2, der sich aus der inneren Ableitung
von 2z nach der Kettenregel ergibt. Somit ist

/ (—52% + 3cos(2z)) da = fgx?’ + %sin(Qx) +ec.

15.2 Das bestimmte Integral

Zur Einfithrung des bestimmten Integrals betrachten wir das Problem der Be-
rechnung der Flidche unter dem Graphen einer Funktion.
Sei f : [a,b] — R stetig. Wir suchen den Fliacheninhalt A der Fliche zwischen
der Funktion f und der x-Achse zwischen von a bis b, siehe Abbildung 15.1.
Die Idee ist, die Fliche A durch mehrere Rechteckstreifen anzunihern, deren
Fléache sich berechnen lasst. Man wihlt dazu

e cine Unterteilung o, ..., z, von [a,b],

a=x9<x1<...<xTp =0

e Zwischenstellen &; € [x;_,, ;].

Das Intervall [a, b] ist also zerlegt in Teilintervalle [2;_1,2;] (i = 1,...,n). Uber
jedem dieser Teilintervalle betrachtet man das Rechteck, dessen Hohe gleich
dem Funktionswert f(§;) an der gewéihlten Zwischenstelle &; ist. Durch Berech-
nung der Rechtecksflichen erhélt man dann eine Anndherung an den gesuchten
Flidcheninhalt A. Jedes Rechteck hat die Fliche f(&;)Ax; (Hohe mal Breite),
wobei die Breite Ax; = x; — x;_1 ist. Die Summe der Rechteckflichen ist damit

Zn = f(&)A;. (15.3)
=1

Diese Summe heiflt Riemannsche Summe.

Die Summe Z, wird nicht gleich dem gesuchten Flicheninhalt A sein, da
am oberen Rand durch die Rechtecke Teile der Fldche fehlen und andere Teile
zu viel sind. Je feiner aber die Unterteilung gewahlt wird, das heifit je grofler n
und je kleiner die Az; sind, desto genauer niher sich Z,, an A an. Man erwartet
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daher, dass sich im Grenzwert n — oo und Az; — 0 genau die gesuchte Fliache
A ergibt.
Man kann nun tatséchlich zeigen, dass
lim Z, existiert.

n— 00

Az;—0
(Im Beweis hiervon ist wichtig, dass f stetig ist.) Durch diesen Grenzwert wird
nun das bestimmte Integral definiert:

Definition 15.2.1 Die Zahl

b n
/ f@)de = Tim Zo= lim S f(€)A; (15.4)
a Ax; —0 Ax; —0 =1

heiflt bestimmtes Integral® von f iiber [a,b]. Die Funktion f(z) im Integral nennt
man auch Integrand.

Bemerkung: Die Definition des Integrals als Grenzwert Riemannscher Sum-
men erklart auch die Schreibweise fiir das Integral: Im Grenzwert werden die
Differenzen Ax; zur ,infinitesimal kleinen Differenz® dx. Es werden damit sozu-
sagen die ,infinitesimal schmalen*“ Rechteckstreifen f(x)dx fiir alle  von a bis b

aufaddiert, was durch das Symbol fab dargestellt wird. Dabei ist [ ein stilisierter
Buchstabe ,,S“, der fiir ,,Summe® steht und die endliche diskrete Summe ZLI
ersetzt. Kurz:

n b
> r€)aw - / f(w) da

Wir stellen einige Eigenschaften des bestimmten Integrals zusammen:

Satz 15.2.2 Fir das bestimmte Integral gilt:

(i) Linearitit:
b b b
| @+ s@yae= [ f@yde s [ goydo
llb X a a
/ af(x)dx:a/ f(z)dx (e € R)
(i) Monotonie: Gilt f(x) < g(x) fir alle x € [a,b], so folgt

/abf(x)dacg/abg(x)dac

(iii) Betragsabschitzung:

[ s < [ i)

1Das Integral wird auch Riemann Integral genannt, nach dem Mathematiker Bernhard
Riemann, der es entwickelt hat.
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(iv) Intervalladditivitit:
b c b
/ f(sc)da::/ f(a:)dx+/ f(z)dx fir a<e<bd (15.5)

Die Intervalladditivitit (iv) bedeutet grafisch:

/“‘_Tf(ﬂf)

a c b

Die Flédche unter f von a bis b ist gleich der Summe der beiden Teilflichen von
a bis ¢ und von ¢ bis b.

Beweis. Alle Eigenschaften ergeben sich aus entsprechenden Formeln fiir Rie-
mannsche Summen. Wir zeigen das fiir (ii): Aus f(z) < g(z) folgt f(&)Axz; <
g(&)Ax;, da Ax; > 0 ist. Damit ist

n n

> f(&)Aw < ZQ(&)A%,

i=1

und im Grenzwert n — oo, Azx; — oo wird aus den Riemannschen Summen das

Integral, also
b b
/ f(x)dx §/ g(z) dz.

Zusétzlich zu den Regeln von Satz 15.2.2 setzt man noch

/b F@)do = — / f@de  (a<b) (15.6)

und u
/ f(z)dx = 0.

Durch (15.6) ist das Integral somit auch in dem Fall definiert, wenn die untere
Grenze grofler als die obere Grenze ist. Schliellich kann man noch die Integra-
tionsvariable umbenennen, was in einigen Situationen praktisch ist, etwa

/abf(x) dx = /abf(t)dt.

15.3 Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung
Uns fehlt bis jetzt noch eine Méglichkeit, bestimmte Integrale wirklich auszu-

rechnen. Auflerdem ist nicht klar, warum unbestimmte Integrale genauso ge-
schrieben werden wie bestimmte Integrale (bis auf die Grenzen); oder anders
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Abbildung 15.2: Der Mittelwertsatz der Integralrechnung

gesagt, wie unbestimmte Integrale — also Stammfunktionen — mit bestimm-
ten Integralen zusammenhingen. Diese Fragen beantwortet der Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung. Als Hilfsmittel fiir seinen Beweis bendtigen
wir den

Satz 15.3.1 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Ist f : [a,b] — R ste-
tig, dann gibt es ein & € [a, b] mit

b
/ f(@)dz = [(€) - (b a).

Geometrisch bedeutet der Satz, dass die Fliche unter der Funktion f, al-
so das Integral, genauso grof} ist wie das Rechteck mit Breite b — ¢ und Hohe
(&), sieche Abbildung 15.2. Der Satz behauptet also, dass man immer eine Stel-
le £ € [a,b] finden kann, firr die sich mit dem Funktionswert f(§) als Hohe
des Rechtecks die gleiche Fldche ergibt. Anschaulich ist das plausibel. Etwas
formaler wiirde man so argumentieren:

Sei A = f: f(x) dz die Fliche unter f. Man kann A als Fliche eines Recht-
ecks A = y-(b—a) schreiben, indem man als Hohe y = b‘_ia setzt. Sind Yy, und
Ymax das Minimum und Maximum von f auf [a, b], (vergleiche Satz 14.1.2, f ist
stetig, [a, b] ist abgeschlossen und beschrinkt!) so folgt aus ymin < f(2) < Ymax

zunichst ,
Ymin * (b*a) S/ f(:C)d:Z: < Ymaz * (bfa)

(Monotonie des Integrals; die Flidche unter f ist grofier als die des Rechtecks
mit Héhe ymin und kleiner als die mit Hohe yax). Aus

b
/ f@)yde=A=y(b—a)

folgt dann
Ymin § Yy g Ymazx-
Weil f stetig ist, also ohne Sprungstellen auf [a, b], muss y deswegen ein Funk-
tionswert von f sein, d.h. es gibt ein £ € [a,b] mit f(£) = y.
Jetzt der Hauptsatz:
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Satz 15.3.2 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

(i) Ist f : [a,b] — R stetig, dann ist

Fo(z) = / £(t) dt (15.7)

eine Stammfunktion von f, also Fj(z) = f(z).

(ii) Ist F irgendeine Stammfunktion von f, dann gilt
b
/ F(@)dz = F(b) — F(a). (15.8)
a

Fiir die rechte Seite von (15.8) verwendet man auch diese beiden Schreibweisen
(,obere minus untere Grenze“):

b

[F(2)]" = F(x)|" = F(b) - F(a)

(15.7) bedeutet geometrisch, dass die Fliche unter f von a bis x (variable oberer
Grenze) eine Stammfunktion von f ist:

f(x)
/__/

Fy(z) |

z b

1
1
1
|
| a

Damit ist tibrigens auch geklart, welche Funktionen Stammfunktionen haben:
Jede stetige Funktion hat eine Stammfunktion.

Beweis Hauptsatz.

(i) Wir berechnen die Ableitung von Fj mit dem Differenzenquotienten: Unter
Verwendung von (15.5) und dem Mittelwertsatz ist

Fule) - Flew) __1_ ( / " rwyd - / " r) dt)
1

- /Iof(t)dt
= ! f&)(x — o) = f(&)

r — X

wobel g < £ <z (bzw. © < & < xg bel < xg). Im Grenzwert x — xg
konvergiert dann auch £ — zy und wir erhalten

Fi(ag) = tim 22 ZF0W0) iy i) = fiag),

T—x0 T — o E—xo

wobei im letzten Schritt die Stetigkeit von f benutzt wurde.
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(ii) Sei Fy die Stammfunktion aus (15.7). Ist F' auch eine Stammfunktion, so
gilt Fy(z) = F(x) + ¢ mit einem ¢ € R (Satz 15.1.2). Es gilt

Fyla) = / ft)dt=0.
Damit ist

und es folgt

Beispiel 15.3.3 Wir berechnen das Integral

/é (2 + cos(mz)) dx

1
2

mittels Stammfunktion:

/2 (2% + cos(x)) dx = [lx?’ + 1 sin(mc)]
_ ™

1 3 _1
2 2
1 /1 e (77) 1/ 1 3+ ( 71')
= — — — Sin | — — — — = —SIm | ——
3°\2 7\ 3\ 2 . 2
1 —1
_ 1,1 B T SR S
3.8 3.8 «) 7 3.8 T 12 7

15.4 Integrale und Flicheninhalt

Wir haben das bestimmte Integral in Abschnitt 15.2 {iber die Berechnung der
Fliche zwischen z-Achse und der Funktion eingefiihrt. Aber nur fiir positive

Funktionen f(z) > 0 ist das Integral f; f(x) dx identisch mit dem Fléicheninhalt.
Bei Bereichen mit f(x) < 0 sind zusétzliche Uberlegungen nétig.

1. Fall: f(z) > 0 auf [a, b].
Dann ist (Monotonie, Satz 15.2.2)

/abf(m)dxz/abOda::&

Das Integral hat also einen positiven Wert und nach der Konstruktion in
Abschnitt 15.2 erhilt man genau Inhalt der Fliche A zwischen z-Achse

und Funktion im Bereich [a, b]:
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/ f(x)

b
A Flache A :/ f(z)dzx

2. Fall: f(z) <0 auf [a,b].
Aus der Monotonie des Integrals folgt jetzt

/abf(ac)dx</ab0dx:0.

Das Integral hat also immer einen negativen Wert. Es kann damit kein
Flacheninhalt sein, denn Flacheninhalte sind immer > 0. Hier ist das
Integral der negative Fldacheninhalt:

] ¢ b

b
A Fliache A = f/ f(x)dx

Der Grund dafiir ergibt sich aus der Riemannschen Summe:

n
Zn=2 &)
= Jo >0

f(&) Az
~
<
Wegen f(&;) < 0 wird ein Rechteck mit einem negativen Wert fiir die
Hohe berechnet, d.h. man erhélt die negative Fliche des Rechtecks. Im
Grenzwert lim,,_, , Z, ergibt sich fiir das Integral daher auch der negative

Flicheninhalt, ff f(x)dr = —A.

3. Fall: allgemeines f.

Nimmt die Funktion sowohl positive als auch negative Wert an, ist die
Situation komplizierter. Wir betrachten hier ein konkreteres Beispiel, das
die allgemeine Situation gut erldutert: Die Funktion sei so, dass

f®) >0 auf [a,z1], [z2,],
f(z) <0 auf [x1,z3].

Der Graph ist also etwa
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Die Fliche, die zwischen der z-Achse und f im Intervall [a, b] eingeschlos-
sen ist, besteht also aus den drei Teilflachen A1, Ao, A3. Fiir die Teilflichen
ergibt sich nach Fall 1 bzw. 2:

a= [ Y fayde () 2 0 auf [a,m))
_/m F@)de  (f(z) <0 auf [z1,22])

Ay = /b f(@)do (F(z) > 0 auf [z, 1))
Die Gesamtflache ist damit
A= Ay + Ag+ Ag = /m f(x)dx—/x2f(a:)da:+/bf(x)dx
Der Wert des Integrals ist dagegen

/ab f(x)de = /z f(x)de + /: f(z)dz + /: f(x)de = Ay — Ay + As.

Das Integral ist also die Differenz aus der Fliche oberhalb der x-Achse
(A1 + A3) und der Flidche unterhalb der z-Achse (As).

Bemerkung: Den Flicheninhalt zwischen einer Funktion und der x-Achse
kann man auch ohne Fallunterscheidung iiber das Integral des Betrags als

b
A:/ \f(2)] da (15.9)

berechnen. Denn im 1. Fall f(z) > 0 ist |f(z)| = f(x), also

A—/Ilbf(w)dw—/ablf(x)ldx-

Im 2. Fall f(z) <0ist |f(x)] = —f(z), und damit

A /f dx—/|f )| da.

Und im Beispiel fiir den 3. Fall ist |f(z)| = f(x) auf [a,x1] und [z2,b], sowie
|f(x)] = = f(x) auf [x1, x2], und damit

A= /f dx—/f dm+/f
-/ |<>|dx+/ \drf+/|f \drf—/lf )| da.
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In der Praxis fiihrt die Berechnung von (15.9) in der Regel wieder auf die gleichen
Integrale wie in den Fiillen 1 bis 3 zuvor, da zur Berechnung einer Stammfunk-
tion von |f(x)| der Betrag mit einer Fallunterscheidung nach f(x) > 0 bzw.
f(z) <0 aufgelost werden muss.

Beispiel 15.4.1 Gesucht ist die Fliche A zwischen f(z) = 1 — 22 und der -
Achse auf [0, 2]. Wir berechnen zuerst die Nullstellen von f, um die Bereiche zu
finden, in denen f(x) grofer oder kleiner als Null ist.

1-2°=0 & z==1
Damit ist = 1 die einzige Nullstelle im betrachteten Intervall [0, 2]. Da f eine

nach unten gedffnete Parabel ist (wegen —22!) und 2 = 1 die rechte der beiden
Nullstellen, ist somit f(z) > 0 auf [0, 1] und f(z) < 0 auf [1,2]. Der Graph ist

Fiir die beiden Teilflichen A; und As berechnen wir

! 1,1 1
/(1—x2)dm:{x—x3] =1---0== = A ==
0 3 1o 3
2 1,7 1 8§ 2 4
l—2)de=lz—=2®| =2—--22—-(1—-2)=2—- -2 =——
/1( =) do {x 3x]1 -3 37373
4
= Agzg

Die gesuchte Gesamtfléiche ist somit

A=A1+Ar=-+-=2.

wl o
ol

Obwohl nicht gefragt, geben wir zur Erlduterung auch noch das Integral von f
iiber das ganze Intervall an:

2 1,]? 8 2
1_ 2d _ _ T2 :2_7:_7'
/1( %) dx {x 330}0 3 3

Diesen Wert erhalten wir dquivalent als Differenz der beiden Flécheninhalte Aq
oberhalb der z-Achse und Ay unterhalb (vergeiche 3. Fall oben):

Ay - Ay =

W W~

2
3"

Wl o
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15.5 Integrale stiickweise definierter Funktionen

Das bestimmte Integral haben wir in Abschnitt 15.2 streng genommen nur fiir
stetige Funktionen definiert. Wir kénnen aber auch Funktionen integrieren, die
abschnittsweise definiert sind und somit Sprungstellen haben kénnen?. Sei zum
Beispiel
filz), a<z<c
fx) =X falz), c1<z<co (15.10)
fa(x), ca<z<b

wobei die Funktion f;, fo, f3 auf den Teilintervallen stetig sind,

fi(z)
/ f3(z)
fQ(Q;)/

a 1 Co b

Das Integral von f iiber [a,b] kann man dann berechnen, indem man es in
die Integrale iiber die einzelnen Teilintervalle [a, ¢1], [c1, c2] und [cq, b] aufteilt
(vergleiche Intervalladditivitdt in Satz 15.2.2):

é/abf(z)dx/aq fl(:z:)daer/:Z fg(x)d:z:+/cjf3(x)dz

Beachte:
e Die Funktion f muss bei x = ¢; und x = ¢y nicht stetig sein.

e Der Wert f(z) bei = ¢; und = = ¢y ist nicht wichtig. (In (15.10) wurde
f(z) fiir £ = ¢; und 2 = ¢o auch gar nicht definiert. . .)

Beispiel 15.5.1 Wir wollen die Funktion

cosr, r<ZI
o= fooe 253
x, T >y
iiber das Intervall [—1,7] integrieren. f ist in x = 7 nicht stetig, denn der
linksseitige Grenzwert in z = 7 ist cos(§) = 0, der rechtsseitige ist 7. Der

Graph von f ist

e
T\

2Eine Funktion wie im obigen Beispiel hat maximal endlich viele Unstetigkeitsstellen
(Sprungstellen) in [a,b]. Es ist aber sogar méglich, Integrale von Funktionen zu berechnen,
die an unendlich vielen Stellen in [a, b] unstetig sind.
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Das Integral ist

/ f(x)dsc:/Qcosa:d:E—i—/ xdx
-1 —1 ™
1

2

1 1 3
=1+sin(l) + 5772 - gﬂ'z =1+sin(1) + §7T2

(Hinweis: Ob die Funktion an der Schnittstelle 2 = 7 stetig ist oder nicht,
ist fiir die Berechnung des Integrals nicht wichtig; die Aufteilung in die zwei

Teilintegrale kann man immer machen.)

15.6 Partielle Integration

Bis jetzt konnen wir Integrale nur in einfachen Féllen berechnen, wenn man
die Stammfunktion mehr oder weniger direkt ablesen kann. Wir kommen daher
jetzt zu verschiedenen Integrationsmethoden, mit denen wir die Stammfunktion
auch in komplizierteren Féllen berechnen kénnen.

Die erste Methode ist die partielle Integration, die eine Mdoglichkeit ist, das
Integral des Produktes von zwei Funktionen zu berechnen. Die Formel der par-
tiellen Integration erhélt man durch die Umkehrung der Produktregel der Dif-
ferentialrechnung:

(f(@)g(@)" = f'(@)g(x) + f(2)g ().

Bilden wir hiervon das unbestimmte Integral, so ergibt sich
J@g@) o= [ 1@ et [ )@ d
| S —

f(@)g(z) (+¢)

Das Integral auf der linken Seite hebt sich dabei mit der /Ableitung auf; anders
gesagt ist f(z)g(x) eine Stammfunktion von (f(z)g(z)) . Durch Auflosen der
Gleichung nach einem der Integrale auf der rechten Seite erhalten wir dann:

Satz 15.6.1 (Regel der partiellen Integration) Es gilt

/f’(x)g(x) dr = f(r)g(x) —/f(x)g’(x) dz. (15.11)

Fiir bestimmte Integrale ist

b b b
| F@g@ds = [f@g@], - [ f@g@ds. 512

Mit der partiellen Integration wird also das Integral nur zum Teil (partiell)
berechnet, es bleibt immer noch ein Integral stehen, das dann weiter berechnet
werden muss. Das Ziel bei der Anwendung von partieller Integration ist daher,
dass das Integral auf der rechten Seite von (15.11) bzw. (15.12) einfacher ist als
das Ausgangsintegral auf der linken Seite.
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Beispiel 15.6.2 (a) Wir wollen

/ x - sin(3x) dz
0

berechnen. Da der Integrand ein Produkt ist, kénnen wir partielle Inte-
gration anwenden.

Es stellt sich nun die Frage, welchen der beiden Faktoren z und sin(3z)
wir als f’(x), und welchen als g(x) wihlen. Bei der partiellen Integration
miissen wir dann zu f/(z) die Stammfunktion f(z) bilden, und von g(z)
die Ableitung ¢'(z). Wir sollten also so wéhlen, dass wir die Stammfunk-
tion f(x) auch wirklich berechnen kénnen, und auferdem so, dass das
verbleibende Integral [ f(z)g'(z)dz einfacher wird.

In diesem Beispiel sollte man daher g(x) = x wéhlen. Denn dann ist
¢'(z) = 1, der Faktor fillt also im Integral [ f(z)g'(z)dx weg! Fiir f'(x)
miissen wir nun den anderen Faktor wihlen, also f'(z) = sin(3z). Die

Stammfunktion dazu ist f(z) = —3 cos(3z). Zusammengefasst erhalten
wir
x -sin(3z) dx f'(z) =sin(3z) — f(z) = —% cos(3z)
o N—~— ,
9@ pr(a) g(z) == - g'(x) =1

Partielle Integration liefert somit

s s

- sin(3x) dz = [\95_/ (—3) cos(3z)]; —

o e g(z) 7o) g'(z) f(x)

™1 1
S cos(3m) —0 + / = cos(3z) dx = T4z sin(3x)
3 80T ) 3 3719

1 1
= g + 5 sin(3r) — sin(0) = g
0 0

Zu berechnen ist das unbestimmte Integral

/xQel' dzx.

Wir withlen g(z) = 22, da dann im verbleibenden Integral ¢(z) = 2z steht,
also eine x-Potenz weniger, = statt 2. Die Stammfunktion von f’(z) = e®
ist f(z) = e*. Die partielle Integration ist somit

/ 2 - ¥ dx f(x)=¢e" = f(z)=¢"
az) F(o) g@) =2 = ¢'(x) =2z
=22 . e — | 2z - e dx
NN B S RN

g(z)  f(=) g'(z) f(x)

Auf das verbleibende Integral kénnen wir erneut partielle Integration an-
wenden; wir wéhlen wieder die z-Potenz als g(x), d.h. g(z) = 2z. (Die
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Wahl von g(x) = e* wiirde uns wieder zum Ausgangsintegral zuriickbrin-
gen!) Das ergibt (beachte die Minusklammer!)

_ 2, . x / — o — T
=z‘e 2z - ¥ dx flx)=¢"— f(x)=¢e
g(@) f'(=) g(x) =22 — ¢ (z) =2

= 2%e” — <2CE€I - /26”” dx)

21‘261—2I€I+/2€xd$=6I'($2—2$+2)+C

N——
2eT+-c

Tricks zur partielle Integration

Wir stellen zwei Situationen vor, in denen man partielle Integration auf beson-
ders geschickte Weise anwenden kann:

(a) In einem Integral, dass zuerst gar kein Produkt enthélt, kann man sich den
Faktor 1 dazu denken und als f’(z) wéhlen. Damit wird der eigentliche
Integrand zu g(x) und wird damit bei der partiellen Integration abgeleitet.
Das kann dann helfen, wenn fiir den Integranden sonst keine Stammfunk-

tion bekannt ist.
/ Inxdx.

Fiir In z kennen wir noch keine Stammfunktion. Wir schreiben daher

/lnxdx:/1~lnxdx

und wihlen f/(z) =1 und g(z) = Inz. Das ergibt

Als Beispiel berechnen wir

/1nmdx:/l-1nmdx flx)=1 — flx)==x

g(z) =lnz — ¢'(z) =
1
:x~lnx7/:c~fd9:
T

:x-lnx—/ldx:x~ln(x)—x+c

8|~

Damit hat also f(z) = Inz die Stammfunktion F(z) = z - In(z) — .

(b) Bei Integralen mit einer Sinus- oder Cosinusfunktion kommt es manchmal
vor, dass man nach zweimaliger partieller Integration wieder das Aus-
gangsintegral erhélt, aber mit einem zusétzlichen Faktor # 1. Man kann
die erhalten Gleichung dann nach dem Integral auflésen und es so berech-
nen.

Wir zeigen den Trick am Beispiel

/e"” cosz dzx.



15.7. SUBSTITUTIONSREGEL 225

Wir wenden zweimal partielle Integration an, wobei wir jeweils die trigo-
nometrische Funktion als abzuleitende Funktion g(x) wéhlen. (Hier hétte
man aber genausogut die Exponentialfunktion wihlen kénnen; wichtig ist
nur, dass man bei beiden partiellen Integrationen dasselbe wihlt.)

/ex cosx dx flx)y=¢", f(x)=¢€"

=e"cosz — /ex - (—sinz) dx
:ezcosx—k/emsinxdx fl(x)y=¢€", f(z)=¢€"
g(r) =sinz, g¢'(z)=cosz
=e"cosx + e’ sinx — /e‘” cosx dx
Wir haben somit wieder das Integral [ e* cos z dx erhalten, aber mit einem

Minuszeichen davor. Wir kénnen jetzt die erhaltene Gleichung nach dem
Integral auflosen:

/ezcos:rdm:emcosm—i—e””sinx—/ezcoswdm

= 2/e$cos;vdx:ewcosw+exsinx
1
—e

5 * . (cosx +sinz) +c

= /e”cosmdx:

Im letzten Schritt haben wir die allgemeine Integrationskonstante ¢ da-
zu geschrieben. Genaugenommen hitte sie auch schon in der Gleichung
dariiber stehen miissen; es wére dann aber nicht dieselbe Konstante gewe-
sen, da ja noch durch zwei geteilt wurde.

Das Verfahren kann man entsprechend auch bei [ e”sinzdz oder zum
Beispiel [ e®* sin(Sxz) dz mit Konstanten o, 3 anwenden.

15.7 Substitutionsregel

Die Substitutionsregel erhélt man als Umkehrung der Kettenregel der Differen-
tialrechnung: Sei F' eine Stammfunktion von f. Nach der Kettenregel ist die
Ableitung von F(g(z))

(Flg(@))' = F'(g(x)) - g'(z) = f(g(x)) - ¢ (2).

Integration liefert dann
[ o) g@ s = [(Flo@)) do = Flgla)) +
=F(u)+c= /f(u) du

wobei wir am Schluss v = g(z) substituiert haben. Wir haben damit
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Satz 15.7.1 (Substitutionsregel) Fs gilt

/ f(9(@)) - o' (@) dz = / £(u) du (15.13)

mit der Substitution u = g(x). Fir bestimmte Integrale ist

g(b)
/ f(g )dm—/() fu)du (15.14)

Bei bestimmten Integralen erfolgt also zusammen mit der Substitution u = g(x)
auch eine Substitution der Grenzen:

obere Grenze: =z =0 — u=g(b)
untere Grenze: * =a — u = g(a)

Die Formel der Substitutionsregel kann man sich mit folgender Merkregel
einfach herleiten. Von der gewiihlten Substitution u = g(x) bildet man die Ab-
leitung, die man in der Leibniz-Schreibweise als Differentialquotient ‘é—; schreibt
(vergleiche (13.4)):

du =4(x) = du=g(r)dz

u=g(z) Ir

Dies setzt man dann in das Integral ein:

/f dm—/f(u)du

Beachte: Wichtig bei der Ausfithrung der Substitution ist, dass die Variable z
komplett durch u ersetzt werden muss! D.h. im entstehenden Integral, in dem
nach u integriert wird, darf an keiner Stelle mehr ein x stehen. Entweder kommt
x in der Form g(x) vor und kann dann mit g(z) = w substituiert werden. Oder
man nutzt die Umkehrfunktion z = ¢~!(u), um z zu ersetzen.

An den Formeln (15.13) und (15.14) sieht man, dass die Substitutionsregel
bei Integralen angewandt werden kann, bei denen im Integranden eine Funktion
g(x) in eine andere eingesetzt wird und zusdtzlich noch die Ableitung ¢'(x) der
winneren Funktion“ als Faktor steht. Ein fehlender konstanter Faktor kann dabei
aber kompensiert werden.

Beispiel 15.7.2 (a) Gegeben ist das Integral

/4x369”4+1 dx.

Man sieht, dass hier die Funktion g(x) = z* + 1 in die Exponentialfunk-
tion eingesetzt wird. Auflerdem ist die Ableitung ¢'(x) = 42 der andere
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Faktor im Integral. Wir kénnen also die Substitutionsregel (15.13) direkt
anwenden:

423 "'t gy u=g(x)=x*+1, f(u)=e"
g'(z) f(g(=)) g/(aj) =473

= /e" du=c¢€"+c¢

="t 4o

Der letzte Schritt ist die Riicksubstitution, bei dem fiir u wieder u =
g(z) = % + 1 eingesetzt wird.

Wir betrachten den Integraltyp
/f(ax +b) dx (a #0) (15.15)

bei dem der lineare Ausdruck ax + b in die Funktion f eingesetzt ist. Die
Substitution u = g(x) = ax + b liefert

d
T =g@=a
Der Faktor a fehlt zwar im Integral, ist aber konstant. Mit der Umformung
d 1
Mow & du=ade & -du=dz
dx a

kann man die Substitution dann so durchfiihren:

/f(am+b)dx /f(u)édu
lF(u)—i—c: %F(ax—i—b)—i—c

Hierbei ist F' eine Stammfunktion von f. Den Faktor % im Ergebnis ken-
nen wir schon von der Stammfunktion von cos(2x) aus Beispiel 15.1.5 —
dort hatten wir ihn ,,von Hand“ zur Kompensation der inneren Ableitung
gewihlt.

Ein konkretes Beispiel fiir diesen Integraltyp ist

1
/sin(Sx —2)dx = 3 cos(3z — 2) + c.

Fiir Integrale des Typs

/gl(x) d (15.16)

verwendet man die Substitution u = g(z). Die Ableitung ¢'(z) steht als
Zahler im Integrand, so dass die Substitution mdoglich ist:

gl(x) _ du_ ’ o
/g(:c) dx u—g(x):%—g(x)ﬁdu—g(x)dx

1
:/fdu:ln|u|+c
u

— In]g(x)| +
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Als konkretes Beispiel wollen wir

2
T

—d

/1—|—x3 o

berechnen. Das Integral ist (fast) vom Typ (15.16), denn die Ableitung des
Nenners ist 322, und damit bis auf einen konstanten Faktor gleich dem
Zahler; dieser konstante Faktor kann wieder kompensiert werden:

2

d

/de u:1+x3:>—u=3x2:>du:3x2dx
1423 dx

@%du:xde

11 1
:/a~§du:§ln|u|+c

1
:§1n|1—|—x3|+c

Der Faktor 3 aus der Ableitung, der nicht im Integral steht, wird also
in der Nebenrechnung als % auf die Seite von du gebracht; z%dz kann
dann substituiert werden. Wichtig ist hier aber, dass es sich nur um einen
konstanten Faktor handelt. Wiirde der Faktor auch noch die Variable x
enthalten, so miisste diese noch mit substituiert werden! (Siche den Hin-
weis auf Seite 226.)

Schliellich noch eine Substitution eines bestimmten Integrals, also mit
Integrationsgrenzen. In

1
/ z-V3—2x2dx
0

bietet sich die Substitution u = g(z) = 3 — 2 an; die Ableitung —2x steht
bis auf die Konstante —2 als Faktor im Integral:

1
2 = d—u:—Qx = du=—2zdxr & —adu:xdx.

=3 —
u X dr

Substitution der Grenzen liefert

obere Grenze: x=1 = u=3-1>=2

untere Grenze: t =0 = u =3

Damit ist dann

1/2 2 2
- <3.2ﬁ3-3x/§>\/§3f2.

(Eine Riicksubstitution ist hier nicht notig, da die Integrationsgrenzen mit
substituiert werden.)
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Abbildung 15.3: Zur Berechnung der Fliache des Kreises

15.8 Alternative Anwendung der Substitution

Man kann die Substitutionsregel auch alternativ so anwenden, dass im Integrand
nicht eine schon vorhandene Funktion g(x) durch u substituiert wird, sondern
dass umgekehrt fiir « eine neue Funktion g(u) eingefiihrt wird. Also

d
r=gu) = =g = de=gu)du,
und damit

/ﬂ@w=/ﬂWMyWMu (15.17)

Im Integral kommen also neue Terme hinzu, wodurch das Integral zunéchst
komplexer wird. Die Idee bei dieser Art der Substition ist dann, dass sich durch
die neuen Terme Vereinfachungen ergeben. Anders gesagt sucht man also die
Substitution g(u) so, dass das entstehende Integral einfacher wird.

Bemerkung: Vergleicht man (15.17) mit der ,normalen“ Substitutionsregel
(15.13), sieht man, dass es dieselbe Formel ist, allerdings mit vertauschten Va-
riablen & und u, und von rechts nach links gelesen. Man kann deshalb hier auch
von ,,umgekehrter® Substitution, oder , Substitution riickwérts“ sprechen.

Beispiel 15.8.1 Unser Ziel ist, die Flidche des Kreises mit Radius r zu berech-
nen. Den Kreis konnen wir als die Fliche ansehen, die zwischen dem oberen
Kreisrand und dem unteren Kreisrand liegt, dargestellt in Abbildung 15.3. Der
obere Kreisrand (in der Abbildung blau) ist eine Funktion von z = —r bisz =7,
genauso der untere Rand. Wir berechnen zunéchst die Funktion fiir den oberen
Rand. Ein Punkt (z,y) auf dem Kreisrand hat den Abstand r zum Ursprung.
Fiir ihn gilt dann
2?4y =02,

(Das ist der Satz von Pythagoras im eingezeichneten rechtwinkligen Dreieck!)
Auflésen der Gleichung nach y ergibt

y=xvVr2—z2
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Fiir den Punkt auf dem oberen Rand gilt y > 0, also

2

r2 — g2,

y =
Das ist die Funktion, die den oberen Kreisrand beschreibt, d.h. ihr Graph ist
der obere Kreisrand. (Beachte, dass die Funktion auf [—r,r| definiert ist, denn
dort ist 72 — 22 > 0 und somit die Wurzel definiert.) Die Fliache zwischen der
x-Achse und der Funktion ist das Integral der Funktion auf [—r, 7], also

Fliche oberer Halbkreis = / V2 —z2dax.

Auf den ersten Blick sicht man keine Stammfunktion fiir das Integral. Auch die
Substitution u = g(z) = r? — 2? funktioniert nicht, denn die Ableitung ¢'(z) =
—2z steht nicht im Integral, die Substitution kann man also nicht durchfiihren.

Die Idee fiir die Berechnung ist, die Sinusfunktion geschickt zu benutzen.
Dazu schreibt man den Integrand zuerst als

Vel (1-4 _rF

Wiire nun T = sinwu, so wird der Term unter Wurzel zu 1 — sin 4 = cos? u und
man kann die Wurzeln ziehen und damit das Integral vereinfachen. Wir wéhlen
daher als Substitution

2

. z .
T =rsmu (<:> — = sin u)
T

dx
— =rcosu = dx=rcosudu
du

Da wir ein bestimmtes Integral haben, miissen die Grenzen mit substituiert
werden. Weil die z-Grenzen x = r und x = —r gegeben sind, die Substitution
aber x = rsinu ist, miissen wir hier sozusagen riickwérts geeignete Werte fiir u
finden. Dabei hilft der Graph des Sinus:

14 sinu

NE
[SIERES

—1 4

Fiir die Grenzen wahlen wir daher

T
obere Grenze: u = 5 S r=r

T
untere Grenze: u = —3 & r=-r

Damit ist dann

/_Trmdm:r-/_rr\/l—(ffdx

fr/ \/lfsin2u~rcosudu:r2/ cos? u du
x N——
2

.
2

[ME]

cos2 u
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wobei wir benutzt haben, dass
Veos? u = |cosu| = cosu da cosu >0 firue [-F, 5]

Um eine Stammfunktion von cos? v zu erhalten, benutzen wir die Folgerung aus

dem Additionstheorem fiir Cosinus (siehe auch (13.10)):
cos(2u) = cos? u — sin®u = 2cos® u — 1

1
= cos’u= 3 (1 + cos(2u))

Damit ist

3 2 %
7“2/ cos® udu = %/ (1 + cos(2u)) du

2 1 Bl

= % [u + 5 sin(QU)} B
2

2 1

= % (72r + 5 sin(7r) —(—g + 3 sin(—7r))>
0 0

_or?
o2

die Fliche des oberen Halbkreises. Fiir die gesamte Kreisfliche erhalten wir
somit die bekannte Formel 772

15.9 Integration bei Symmetrien

In gewissen Fillen kann die Symmetrie einer Funktion bei der Berechnung be-
stimmter Integrale helfen:

f ungerade: Sei f eine ungerade Funktion, also

f(=x) = —f(x).
Das Integral von f iiber das symmetrische Intervall [—a, a] ist dann Null:
f(z)dz =0. (15.18)

Denn da f ungerade ist, ist der Graph von f punktsymmetrisch zum
Ursprung, z.B.
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Die Flachen zwischen der Funktion und der z-Achse in den Intervallen
[0,a] (rechts von der y-Achse) und [—a,0] (links von der y-Achse) sind
also gleich. Somit gilt

a 0 a
flx)de = f(zdx)+/ flx)de =—-A+A=0.
—a —a 0

_A A

Beeachte: im Beispielbild ist f(x) fir < 0 negativ und deshalb ist das
linke Integral ffa f(z)dz = —A.

f gerade: Ist f gerade, also

so gilt . .
f(z)dx = 2/ f(z)dx. (15.19)
—a 0

Denn hier ist der Graph symmetrisch zur y-Achse, etwa

Wieder sind die Fléchen links und rechts gleich, aber diesmal gilt fiir die
Teilintegrale f_oa f@)dz = [ f(z)dz = A.

Bemerkung: Wir sind in der Begriindung davon ausgegangen, dass die Funk-
tion auf [0, a] positiv ist, und daher das Integral dort gleich dem Flidcheninhalt
A. Die Aussagen gelten aber auch im allgemeinen Fall, wenn f auf [0, a] auch
negativ sein kann. Fiir ungerades f gilt ndmlich stets

0 a
f(z)dx = —/0 f(z)dzx

—a

und daher (15.18), und fiir gerades f

’ f(z)dx = /Oﬂ f(z)dx
und damit (15.19).
Beispiel 15.9.1 Die Funktion
f(z) = sin(sinx)
ist ungerade:
f(—z) = sin(sin(—x)) = sin(—sinz) = —sin(sinz) = — f(x).

Damit gilt (fiir jede Zahl a > 0):

/ sin(sinx) dz = 0.

—a
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Im Beispiel haben wir somit das Integral berechnet ohne eine Stammfunkti-
on von f kennen zu miissen. Tatséchlich kann man (vermutlich) keine Stamm-
funktion von f(z) = sin(sinz) berechnen, die sich mit den mathematischen
Standardfunktionen darstellen ldsst!

15.10 Integration rationaler Funktionen,
Partialbruchzerlgung

In diesem Abschnitt wird erldutert, wie man systematisch Integrale rationaler
Funktionen berechnet, also

wobei p(z), ¢(x) Polynome sind.

1. Schritt: Polynomdivision

Zuerst reduzieren wir das Problem durch Polynomdivision auf den Fall, dass im
Integral Zahlergrad kleiner als Nennergrad ist. Denn Polynomdivision ergibt

p(z) _ h(z) + r(z)

q(z) q()
mit Gradr < Grad q. Integrieren liefert

[P o= [nwyas+ [ "D
a(@) q()

Das Integral von h(x) kann man dann leicht berechnen (Polynom!), und fiir das
verbleibende Integral von Zgz)

es im zweiten und dritten Schritt weiter vereinfachen und dann berechnen.

3

z
—d
/m2+2x—1 v

berechnen. Da hier noch nicht Zahlergrad kleiner als Nennergrad ist, fithren wir
Polynomdivision durch:

gilt Zahlergrad kleiner als Nennergrad; wir werden

Beispiel 15.10.1 Wir wollen

23 (2% 422 1) =2 —2

— (23 +22% —x)
—22° 4z
—(—222 —4x +2)
dr —2
Es gilt somit
a3 S5r — 2
2+ 22 —1 24922 —1

e
vt g _9 s
/$2+2w_1dx /(JU )dx—|—/x2+2x_1d:£
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Das verbleibende Integral kann mit Schritt 2 und 3 berechnet werden.

2. Schritt: Partialbruchzerlegung

Nach der Polynomdivision aus Schritt 1 bleibt jetzt das Integral einer rationalen
Funktion

M mit Gradp < Grad g
q(x)
zu berechnen. Dazu vereinfachen wir % mittels sogenannter Partialbruchzerle-

gung. Wir kénnen dabei annehmen, dass p und ¢ keine gemeinsamen Nullstellen
haben. (Sonst kénnten man die zugehorigen Linearfaktoren kiirzen und damit
den Bruch vereinfachen, siehe Abschnitt 12.6, rationale Funktionen.) Zuerst be-
rechnet man eine reelle Faktorisierung von ¢ der folgenden Form:

qx)=...(x—x)". .. (2 +bx+c)"...
Die Faktorisierung enthélt dabei
e Linearfaktoren (x — z;)™ fiir jede reelle Nullstelle z; der Vielfachheit n,

e quadratische Faktoren (2% +bx +¢)™ zu jedem Paar komplex konjugierter

Nullstellen (mit Vielfachheit m).
Fiir die Partialbruchzerlegung macht man nun den Ansatz, dass % eine Summe

von Briichen ist der Form

Ay Az An
ceit —m— 15.20
T - N (x —x;)? (x —z;)" ( )
fiir jeden Faktor (z — x;)™ von ¢, und
Bix+C4 Bz +C,,
—_—t 15.21
2?2 +bxr+c (22 4+ bz + )™ ( )

fiir jeden Faktor (22 + bz + ¢)™ von ¢. Die einzelnen Briiche in (15.20) und
(15.21) nennt man Partialbriiche. Die Koeffizienten A;, B;, C; werden aus dem
Ansatz der Zerlegung berechnet. Wir erkliren das an zwei Beispielen:

Beispiel 15.10.2 (a) Sei

plr) __ a*-5
q(r) 23 —22 -5 -3

Die Nullstellen von ¢ sind® z; = —1 mit Vielfachheit 2 und zo = 3 mit
Vielfachheit 1. Die Faktorisierung ist damit

q(z) = (z+1)*(z - 3).

Da beide Nullstellen reell sind, macht man fiir die Linearfaktoren (z + 1)?
und z — 3 jeweils einen Ansatz mit Partialbriichen der Form (15.20); fiir
(v +1)? ist das

A B

P A P

3Wir geben die Nullstellen hier direkt an; sie kénnen mit den Methoden aus Kapitel 12
berechnet werden.
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(da der Faktor (z + 1)? quadratisch ist wegen der Vielfachheit n = 2 der
Nullstelle —1, geht man auch bei den Briichen in (15.20) bis zum quadra-
tischen Term n = 2); fiir © — 3 (Vielfachheit n = 1) ist es entsprechend
nur o

x—3
Die Koeffizienten A; aus (15.20) haben wir hier einfach der Reihe nach
A, B,C genannt. Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung ist nun die
Summe
p(x) 2 -5 A B C

@) Gr@=3 o4l @t z-3 (15.22)

Um die Koeffizienten zu berechnen, bringen wir die Summe rechts auf

Hauptnenner und vergleichen mit @),

qa(z)
A B C
x+1+(x+1)2 +3c—3
A+ 1)(z-3)+Bx—3)+Clz+1)* | 2 -5
B (x+1)%(z—3) (24 1)2(z - 3)

o Al+1)(z—3)+B@—-3)+C+1)2=22—5
& A($2—2x—3)+B(.’L‘—3)+C(l‘2+2$—‘r1);J,‘Q—E)
& (A+C)a2+ (—2A+B+20)2—3A—-3B+C=22—5

Koeffizientenvergleich ergibt dann

A+C = 1
—2A+B+2C = 0
—-3A-3B+C = -5

Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir A, B, C:

1 0 1 1 1 0 1 1
-2 1 2 0 |+21 <« 0 1 4 2
-3 -3 1 =5/ +31 0 -3 4 -2/ +3I1
1 0 1 1
= 01 4 2
0 0 16 4
Riickwértseinsetzen:
1
3. Zeile: 16C =4 = C = 1
2. Zeile: B4+4C=2 = B=2-1=1
1 3
1. Zeile: A =1 A=1—-=-
eile +C = 1=1
Einsetzen der Werte in den Ansatz (15.22) ergibt dann die Partialbruch-
zerlegung
2 _ 5 3 1 1
p(x) _ z S S + i

qiz) (z+1)2z-3) z+1 (z+1)2 2-3
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Eine Alternative zum Losen des kompletten Gleichungssystems ist das
Einsetzen der Nullstellen von ¢ in das Zwischenergebnis

Alx+1)(z—3)+ Bz —3)+Cz +1)*>=2* -5

Man erhilt damit (beachte, dass die Terme mit den Linearfaktoren zur
jeweiligen Nullstelle wegfallen!)

r=-1= —-4B=1—-5=-4 = B=1
1

r=3 = 160=9-5=4 = C=

Den noch fehlenden Parameter A kann man nun einfach durch Koeffizien-
tenvergleich der Terme zu 22 bestimmen:

A+C=1= A:l—C’:Z.

Sei

glz) (@ +4)(@@-1)

Der Nenner ¢(z) ist hier schon faktorisiert gegeben. Er enthélt den qua-
dratischen Faktor 22 + 4 (zum Paar konjugiert komplexer Nullstellen x =
+2j). Den Partialbruch zu z? + 4 erhalten wir damit aus (15.21) (mit
b=0,c=4,m =1), und der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung ist

x? 1 Az + B C

(2 +4)(x—1) 22+4 +x—1

Wir bringen die rechte Seite wieder auf Hauptnenner machen den Koeffi-
zientenvergleich:

Az + B C  (Az+B)(x—1)+C(z*+4) | z?

24 a1 @A)z 1) @+ D@ 1)
(Az + B)(z — 1) + C(2? + 4) = 2?

3

& (A+0)2* +(-A+ B)x — B +4C = 2*
A+C =1

& —A+B =
—-B+4C = 0

Die Losung des Gleichungssystems ergibt

1 0 1 | 1 1 0 1 |1
-1 1 0 01+l <« 0 1 1 | 1
0 -1 4|0 0 -1 4 0/ +1I
1 01 |1

< |01 1 |1
0 0 5 |1
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also

1
50=1 = C =~
= 5

1 4
B+C=1= B=1—-=—
* 5 5
1 4
A+C=1= A=1—-=-
+ 5 b
Die Partialbruchzerlegung ist damit
2 _gerd |
(2 4+4)(x—1) 22+4 z-1

3. Schritt: Integration der Partialbriiche

Im letzten Schritt werden die Partialbriiche, die man im Schritt 2 erhalten hat,
integriert. Fiir einen linearen Faktor z — z; ist

1
/ de=Iln|z —xz;|+¢ (15.23)
r — I
und bei n > 2

1 1
_ .\ n _ .\ —n+l
/ (x —z;)" e /(:v z) " de —-n+1 (& =) T
1

TGt D@—z) 1 € (15.24)

Fiir einen quadratischen Faktor der speziellen Form x? + a? (entspricht rein
imaginédren Nullstellen = +aj von ¢(z)) und m = 1 kénnen wir die Integrale
ebenfalls einfach berechnen:

1 1 1 1 T
/md.’l} = ; / T(%)de = garctan (g) +C (1525)
T 1 9 9

Hieraus ergibt sich dann das Integral fiir den Partialbruch aus (15.21) durch

aufteilen:
Bx+C T 1
[ arat=n [ e aga

Bei m > 2 ist

T 1
/ @ ram 21— m) (@2 +a2)" L (15:27)

Fiir den Integraltyp

1
S S— > 9, 15.28
/($2+a2) o mn ( )
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sind die Formeln komplizierter; sie konnen in Integraltafeln nachgeschlagen oder
mit Computer-Algebra-Programmen berechnet werden. Einen allgemeinen qua-
dratischen Faktor 22 + bx + ¢ mit b # 0 kann man auf den Fall 22 + a2
zuriickfithren. Dazu geht man zunéchst zur Scheitelpunktsform iiber:

2
22 +br +c= x—l—é +c— —
2 4

Dabei ist ¢ — % > 0, da der quadratische Faktor zu komplexen Nullstellen

gehort. Mit der Substitution v = z + £ und a = \/c — b%/4 erhélt man dann
u? + a?.

Beispiel 15.10.3 Wir setzen das letzte Beispiel 15.10.2(b) fort. Aus der dort
berechneten Partialbruchzerlegung ergibt sich mit (15.23), (15.25) und (15.26):

2 4 4 1
/x—dx:/ 2 5\ 4
(@2 +4)(z—1) z2+4 L

4 = 4 1 1/ 1
S S R RS d
5/x2+4 $+5/x2+4 m+5/x—1 o

1 4 1 T 1
=z 21 n(z? 4+ 4) + g~§arctan(§)+gln|:rfl\+c

Beachte, dass der Nenner der ersten beiden Integrale der quadratische Faktor
2?2 +4 = 22 + a? mit a = 2 ist.

15.11 Uneigentliche Integrale

Uneigentliche Integrale sind Integrale, bei denen bei einem oder auch beiden
Integrationsgrenzen ein Grenzwert vorkommt.

1. Fall: Integrationsgrenzen +oo

Die Integrale der Form

0 b
[ t@de=tim [ f@)do (15.20)

a—r—0o0

b b
/_ f@de= tm [ f(z)de (15.30)

00 b
/ fl@)de = agr_noo f(z)dzx (15.31)
o b—oo ¢

heiflen uneigentliche Integrale. Sie heilen kovergent wenn der Grenzwert existiert
und endlich ist, sonst divergent.

Beispiel 15.11.1 (a) Wir berechnen das uneigentliche Integral

Das Integral entspricht der Fliche unter der Funktion 1/x2 von 1 bis oo:
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1
22
1” |
1
Es gilt
> A . b 1
s ) s i = i () =

Der Grenzwert ist endlich, das uneigentliche Integral konvergiert somit.
Geometrisch heifit das, dass die Fliche unter 1/2? von 1 bis oo zwar un-
endlich lang ist, ihr Flacheninhalt aber trotzdem endlich!

(b) Wir betrachten jetzt
—dz.
VT
Die Funktion 1/y/z verliuft #hnlich wie 1/22, fillt aber nicht so schnell
fiir grofle x; es gilt

! >1 fii >1
—— -y u x .
Vo ooa?
1
VT
1” }
1

Fiir das Integral ergibt sich diesmal

/joxjfda: [2va]y = lim (2vh-2) = .

Dieses Integral ist also divergent, der Fldcheninhalt unendlich.

Man beachte, dass wir hier im ersten Schritt die Schreibweise mit co als
obere Grenze an der Stammfunktion verwendet haben. Damit ist letztlich
wieder der Grenzwert gemeint, d.h.

[F()]> = lim [F(x)]".

b—oo
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Spétestens beim Einsetzen der Grenzen in die Stammfunktion (obere mi-
nus untere Grenze) muss man den Grenzwert dann aber wieder schreiben.

2. Fall: Funktion unbeschrinkt bei a oder b

Wir betrachten hier Funktionen, die am Rand des Integrationsintervalls [a, b]
nicht definiert sind und dort eine Polstelle haben. Also zum Beispiel

f:la, b =R stetig, 11% flz) = oo
In diesem Fall bekommen wir das uneigentliche Integral

b c
/a f(z)dx = ll}(l})/a f(x) da. (15.32)

Graphisch bedeutet das zum Beispiel

o
Entsprechend ergibt sich bei einer Polstelle am linken Rand, d.h.
f:]a,b] = R, 1i{n f(z) = too0,

das uneigentliche Integral

/abf(x) do = lim /be(x) da.

Schliellich ist auch der Grenzwert auf beiden Seiten méoglich.

Beispiel 15.11.2 Das Integral

[ o=
—dx
—1 1-— .232
ist uneigentlich an beiden Integralgrenzen; denn der Integrand

1
T ==

ist definiert fiir
1-22>0 & 2°<1 & |z2/<1 & ve]—1,1]
und die Grenzwerte am Rand sind

1 1
eN—=1 31— 22 271 4/1 — 22
Graphisch:
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V1—22

Das Integral ist

/1 ! d li /d ! d
—F axr = 111 —F ax
AVimE T A VT

C

C

cN\—1 cN\—1

: . qd : . .
= ilfml larcsinz]’ = él}% (arcsin(d) — arcsin(c))

= arcsin(1) — arcsin(—1) = % + % = 7.

Das Integral ist also konvergent.

Man beachte, dass die Stammfunktion arcsin x auf dem abgeschlossenen In-
tervall [—1,1], also auch in z = —1 und = = 1, definiert ist (vergleiche Ab-
schnitt 3.5 iiber die Arcussfunktionen). Bei der Stammfunktion sind also die

. . . . 1 .
Grenzwerte gar nicht mehr nétig, man koénnte direkt [arcsm x] _, schreiben.

15.12 Numerische Integration

Fiir viele bestimmte Integrale ist eine exakte Berechnung per Stammfunktion
entweder sehr aufwéindig oder sogar gar nicht moglich. Der Grund ist, dass fiir
viele Funktionen keine Stammfunktion bekannt ist, die sich mit den bekann-
ten elementaren Funktion (also 2", +/z, e*,Inx, sinz, arctan z u.s.w.) darstellen
léisst. Beispiele dafiir sind die Funktionen

sin(sinx), e
Und selbst wenn eine Stammfunktion berechnet werden kann, kann diese Be-
rechnung sehr aufwiindig sein (selbst mit Computer-Algebra-Programmen). Aus
diesem Grund sind Verfahren zur néherungweisen Berechnung (Approximation)
bestimmter Integrale interessant. Verfahren zur numerischen Integration werden
auch als Quadraturverfahren bezeichnet.

Es gibt viele Verfahren zur numerischen Berechnung von f; f(z)dz. Eine
der einfachsten ist die Trapezregel: Die Idee dabei ist, die (stetige) Funktion f
durch Sekanten zu approximieren. Man wihlt dazu eine Einteilung des Intervalls

a=zxo<ar1<--<xp=0>b
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Abbildung 15.4: Die Trapezregel

mit konstanter Schrittweite

also
T = a+ kh, k=0,...,n.

Auf jedem Teilintervall [zy_1,z)] wird f durch die Sekante an den Stellen xj_1
und zp ersetzt und statt dem Integral von f auf [xp_1, )] das Integral der
Sekante berechnet. Grafisch entspricht das der Berechnung einer Trapezfliche,
siehe Abbildung 15.4. Die Flidcheninhalte der Trapez sind

Ay = f(@o) + f(21) hy Ay = f(%);f(ffz)

“h, ...
2 b

Damit ergibt sich als Ndherungswert fiir das Integral

/bf(x)dsz1+A2+,,,+An
=h- (f(wo)—lrf(xl) L f(z1) + f(z2) - f(xn—l)‘f'f(l‘n))

2 2 2

Fiir n — oo, das heifit h — 0, konvergiert die Ndherung gegen das exakte
Integral, der Fehler konvergiert gegen Null.

Ein #hnliches Verfahren zur numerischen Integration ist die Simpson-Regel.
Dabei wird f durch Parabeln statt Sekanten approximiert. Bei gleicher Schritt-
weite h erhélt man damit einen besseren Naherungswert als bei der Trapezregel.



Kapitel 16

Allgemeine Vektorraume

In den letzten Kapiteln des Skripts kehren wir jetzt zum Thema Vektoren und
Matrizen zuriick. Wir untersuchen hier allgemeine Strukturen und Eigenschaf-
ten, die beim Umgang mit Vektoren auftreten, unter anderem den Begriff der
Dimension und wie man sie berechnen kann. Wie sich herausstellt, kommen die
Strukturen und Regeln, um die es hier geht, nicht nur beim Rechnen mit Vekto-
ren vor, sondern auch in vielen anderen mathematischen Gebieten, zum Beispiel
bei Funktionen. Das fithrt auf den allgemeinen Begriff des Vektorraumes.

Hinweis: In den alten Mathematik A&B Skripten finden sie den Stoff dieses
Kapitels im Skript Mathematik A, Kapitel 5.

16.1 Definition des Vektorraums

Die Menge R™ der Vektoren mit n Komponenten hat die Eigenschaft der Li-
nearitat:

(i) fuir Z,y e R"ist £+ ¢ € R
(ii) fiir 7 € R” und ) € R ist A7 € R"

Das heifit, Summe und skalares Vielfaches von Vektoren aus R™ gehoren wieder
zum R"™. Diese lineare Struktur tritt oft auf:

Beispiel 16.1.1 (a) Ein homogenes Gleichungssystem konnen wir mit dem
Matrix-Vektor-Produkt schreiben als

a11r1 + -+ apx, =0

= A =0
U101+ + ATy = 0
mit
ail N A1p X1
A= . E=
am1  --. (Gmn LTn

Die Losungsmenge V' des Gleichungssystems ist damit

V={FeR"|AZ =0} = Kern 4,

243
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also der Kern der Matrix A, vergleiche 9.1 und 9.2. Aus der Linearitéit des
Matrix-Vektor-Produkts (Lemma 9.1.4) ergibt sich dann:

(i) ZeV,jeV = Af=0und A7=0
= AZ+9)=AZ+Aj=0 = Z+7cV
(i) ZeV, eR = AN =MZ=X=0 = M\cV

Mit &, ¢/ sind also auch £+ ¢ und AZ Losungen des homogenen Gleichungs-
systems. Die Losungsmenge V hat also die Eigenschaft der Linearitét.

Die Uberlegungen gelten iibrigens genauso fiir ein komplexes homogenenes
Gleichungssystem. Dann nimmt man allerdings A € C, denn die Skalare
sind dann komplexe Zahlen.

(b) Wir betrachten die Menge V' aller reellen Funktionen mit Definitionsbe-
reich R:
V = {alle Funktionen f: R — R}.

Auch diese Menge besitzt eine lineare Struktur:

(@) f,geV = f:R—>R,g:R—=R
= (f+9)(z) = f(z)+ g(x) ist Funktion f +¢g: R — R
= f+geV

(i) feV,AxeR = (Af)(z)=Af(x) ist Funktion A\f : R —» R
= ANfeV

Im letzten Beispiel haben die Funktion f,g die Rolle der Vektoren iiber-
nommen. Man sieht also, dass in Bezug auf die Eigenschaft der Linearitiat auch
andere mathematische Objekte als ,, Vektoren“ auftreten kénnen, und nicht blofl
(Spalten-) Vektoren mit n Komponenten. Um dies zu betonen, benutzt man des-
halb folgende allgemeine Schreibweise:

fiir Vektoren: u,v,w € V' (ohne Vektorpfeil)
fiir Skalare: A, u,a, 8 € K

Dabei ist (wie schon in Kapitel 9) entweder K = R oder K = C.
FEine Menge mit der Eigenschaft der Linearitit wie in den letzten Beispielen
ist ein Vektorraum:

Definition 16.1.2 Eine Menge V heifit Vektorraum, wenn es eine Addition und
eine skalare Multiplikation in V' gibt,

u+v €V und AdueV fir u,veV, A€k,
so dass die folgenden Regeln gelten:
1) (u+v)+w=u+ (v+w) (u,v,w e V)

2) utv=v+u

(
(2)
(3) esgibt 0 eV mitu+0=u (Nullvektor)
(4)

4) zu jedem uw € V gibt es —u € V mit u+ (—u) =0 (negativer Vektor)
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(
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M) = (AJu (o€ K
lu=wu
A+ p)u = Au+ pu

AMu+v) =Adu+ v

V' heifit reeller Vektorraum, wenn K = R und komplexer Vektorraum wenn
K = C ist. K heifit Kéorper von V.

Beispiel 16.1.3 (a) Die Menge der Vektoren mit n Komponenten

R"z{u:

ist ein reeller Vektorraum. Die Regeln (1) bis (8) aus der Definition haben
wir schon in 7.2 und 7.3 kennengelernt.

ul,...,une]R}

n

Die Vektorraum-Rechenregeln (1)—(8) sind auch fiir komplexe n-komponen-
tige Vektoren mit komplexen Zahlen als Skalare, also IK = C, erfiillt. Das

heifit
U1
(D":{u: ul,...,une(ﬂ}
Up
ist ein komplexer Vektorraum.
Die Menge aller reellen Funktionen
F(R,R) ={alle f : R — R} (16.1)

ist ein reeller Vektorraum (vergleiche Beispiel 16.1.1(b)). Der Nullvektor
0 € F(R,R) ist hier die konstante Nullfunktion

0(x) =0 const.
Es gilt namlich
(f +0)(x) = f(2) +0(x) = f(x) + 0 = (=),

also tatséchlich f+ 0= f.
Auch die Menge

P,, = {p| p ist reelles Polynom mit Gradp < m} (16.2)
ist ein reeller Vektorraum. Denn die Addition zweier Polynome oder die
Multiplikation mit einer Zahl ergibt wieder ein Polynom, wobei sich der

Grad nicht vergéflern kann. Der Nullvektor 0 € P, ist hier das Nullpoly-
nom 0(z) = 0z™ + --- 4+ 0z + 0.
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16.2 Untervektorraume

Definition 16.2.1 Eine Teilmenge U C V eines Vektorraums V' heifit Unter-
vektorraum (auch einfach Unterraum oder linearer Teilraum) wenn gilt

(i) 0eU
(i) u,velU = u+vel
(i) e K,uelU = uelU
Ein Untervektorraum muss also den Nullvektor enthalten sowie abgeschlossen

sein unter Addition und skalarer Multiplikation.

Ein Untervektorraum U C V ist fiir sich selbst genommen wieder ein ei-
genstindiger Vektorraum.! Das heiBt, dass man nur noch die Vektoren u € U
betrachtet; alle anderen Vektoren aus V werden ignoriert. Es folgt, dass alles,
was flir Vektorrdume gilt, auch fiir Untervektorrdume richtig ist. Wir werden
in den folgenden Uberlegungen daher hiufig Aussagen fiir einen allgemeinen
Vektorraum V' machen, diese dann aber auf spezielle Untervektorrdume U an-
wenden.

Beispiel 16.2.2 (a) Die Menge
0

U
ule}:{u: .

Un

31
U:{u: Sl eR”

n

ug,...,unGIR}

ist ein Untervektorraum von IR™. Wir iiberpriifen dazu, dass die Bedin-
gungen (i)—(iii) aus Definition 16.2.1 erfiillt sind. Ein Vektor gehort zu U,
genau dann wenn die erste Komponente des Vektors Null ist. Das ist fiir
den Nullvektor offensichtlich erfiillt,

0
0
0=1].1€U.
0
Sind weiter u,v € U, so gilt
0 0 0
Us Vg Uz + v
u = . , V= . — u+tv=

Die erste Komponente von u+v ist also (natiirlich) Null und daher u+v €
U. Schlielich gilt

0 0

Us Ao
ANeK,ueU =— XMu=\| . |= . eU.

U, AUy,

IDenn die Rechenregeln (1)—(8) bleiben erfiillt; speziell gelten (3) und (4) weil 0 € U und
—u = (—1)u € U nach (i) und (iii).
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Betrachten wir jetzt

uy
U:{ue Sl eR”

Un

Uy = 1}.

U ist eine Teilmenge von R™, aber kein Untervektorraum. Denn die erste
Komponente des Nullvektors 0 ist nicht gleich 1,

0 1
U2

o=[:|#|. |
; :
U,

also hat der Nullvektor nicht die allgemeine Form eines Vektors aus U,
also 0 ¢ U. Also ist Eigenschaft (i) fiir U nicht erfiillt, und damit ist U
kein Untervektorraum.

Fiir eine reelle m x n-Matrix A € R™*™ betrachten wir jetzt den Kern
von A als Menge U,

UzKernAz{xE]R"’szO},

d.h. U ist die Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems
Az = 0. Diese Menge ist ein Untervektorraum von R™. (Wir haben das in
Beispiel 16.1.1(a) bereits nachgerechnet.)

Es gibt noch zwei triviale Untervektorrdume: Jeder Vektorraum V hat die
beiden Untervektorrdume

U = {0},
also den Untervektorraum der nur den Nullvektor enthélt (Nullraum), und
U=V

d.h. den ganze Vektorraum. Fiir einen gegebenen Vektorraum V sind das
der kleinste beziehungsweise der grofite Untervektorraum.

16.3 Lineare Hiille

In den Beispielen fiir Untervektorrdume haben wir bisher immer alle Vektoren
des Untervektorraums durch eine Eigenschaft angegeben, etwa alle Vektoren
mit Az = 0. Mit der linearen Hiille kann man Untervektorrdume dagegen durch
endlich viele konkrete Vektoren beschreiben.

Definition 16.3.1 Sei V ein Vektorraum, v1,...,vx € V und Aq,...,A\; € K.
Die Summe

k
Z/\ivi:)\lvl+-~-+/\kvkev

=1
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heifit Linearkombination der Vektoren vy, ..., vi. Die Menge aller Linearkombi-
nationen von vy, ..., v heifit lineare Hiille oder Spann von vy, ..., vg:
k
span(vy,...,vk) = {Z)\ivi Alyees Ak G]K} (16.3)
i=1
Lemma 16.3.2 span(vy,...,v;) ist ein Untervektorraum von V.

Beweis. Wir tiberpriifen wieder die Bedingungen von Definition 16.2.1. Es gilt
0=0v; + ...+ Ov € span(vy,...,vx).

(Beachte, dass hier die erste Null der Nullvektor 0 € V ist, die weiteren Nullen
aber die Zahl 0, denn sie werden mit den Vektoren v; multipliziert.) Fiir v, w €
span(vy,...,vx) gibt es Zahlen Ay,..., Ay und py, ..., ux € K mit

V=AU + ...+ AUk, W= 101+ ...+ L.
Es folgt
v+w= (A +p1)vr+ -+ (A + pr)vr € span(vy, ..., vg).
SchlieBlich fiir a € K:
v=MAv1+ ...+ Mo = av=(a\)v; + ...+ (@\g)vr € span(vy, ..., vk).

O

Beispiel 16.3.3 Seien

0 3 1
1 0 0

V] = 1 , U = 1 , U3 = 0 E]R4.
0 2 1

Wir berechnen die lineare Hiille von vy, vg, v3,
span(vy,ve,v3) = {av1 + fvg +yus |, 8,7 € R}.

Der allgemeine Vektor in span(vy,ve,vs) ist die Linearkombination

0 3 1 36+
avy + Pue + v =« _11 + 8 (1) + 8 = —aa—i—ﬁ
0 2 1 28+~
Also ist die lineare Hiille
36+
span(vy, v, v3) = { 7040; 3 ‘ a, B,y € ]R}.
28+~

Man kann nun z.B. iiberpriifen, ob ein bestimmter Vektor in der linearen Hiille
liegt, indem man ihn mit dem allgemeinen Vektor von span(vy,ve,vs) gleich-
setzt. Das ergibt ein Gleichungssystem fiir die Koeffizienten «, 8, . Gibt es eine
Losung, so liegt der Vektor im Spann, andernfalls nicht.
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Lineare Hiille in R?

Im R? hat die lineare Hiille von einem und zwei Vektoren eine anschauliche
geometrische Bedeutung einer Gerade bzw. Ebene:

(a) Sei @ € R?, @ # 0: Die lineare Hiille von @ ist dann
span(a) = {Z = Ad| X € R}.

(# ist die Linearkombination von nur einem Vektor, a.) Die lineare Hiille
ist also die Gerade in R? durch den Nullpunkt in Richtung des Vektors @,
denn

=X (=0+)ad)

ist die entsprechende Geradengleichung. Diese Interpretation kann man
auch auf einen allgemeinen reellen Vektorraum V iibertragen: fiir a €
V A\ {0} ist

span(a) = {Xa |\ € R}

die ,,Gerade” in V durch 0 in Richtung von a.

(b) Seien @,b € R?\ {0}, b # rd. (@ und b sind also nicht parallel.) Dann ist
span((i,g) = {f: )\d'+ul;‘)\,p € IR}

die Fbene durch den Nullpunkt mit den Richtungsvektoren &, b. Denn hier
ist
F=Xi+pb (=0+Ad+ ub)

die eine Ebenengleichung.

16.4 FErzeugendensysteme

In der linearen Hiille span(vy,...,v;) konnen wir jeden Vektoren durch eine
Linearkombination der festen Vektoren vy, ..., vy ausdriicken. Dasgleiche wollen
wir nun auch fiir einen allgemeinen Untervektorraum U tun. Wir erhalten damit
ein sogenanntes Erzeugendensystem von U:

Definition 16.4.1 Sei U C V ein Untervektorraum. Die Vektoren vy,..., v €
U heiflen Erzeugendensystem von U, wenn gilt

U = span(vy,...,0),
d.h., wenn sich jedes u € U als eine Linearkombination von vy, ..., v darstellen
lasst:

U= AU+ ...+ A\pUg. (16.4)

Dabei sind die Koeffizienten Ay, ..., A\; € K abhéngig von w.
Im Fall eines Erzeugendensystems sagt man auch: U wird von vy, ...,vg
erzeugt bzw. aufgespannt.
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Bemerkung: Aus vy,...,v; € U folgt, dass auch jede Linearkombination
dieser Vektoren in U liegt,

ANt + -+ Moy € U,

denn U ist ein Untervektorraum! Es gilt also span(vy,...,vx) C U. Gilt ande-
rerseits (16.4) fiir jedes u € U, also

uw=Avy + ...+ A\vg € span(vy, ..., %),

so gilt auch U C span(vy,...,v;) und damit dann U = span(vy, ..., vg).

Beispiel 16.4.2 (a) R"™ wird erzeugt von den Standard-Einheitsvektoren (auch
kanonische Einheitsvektoren genannt, siehe (7.21))

1 0
0 :
€1 = . ) y En = . S Rn7
: 0
0 1

das heifit es gilt
R™ = span(ey, ..., en).

Denn fiir jedes v € R™ ist

v 1 0
1 0 :
v= | |=vi|. |+ Fo| | =vier+ -t vpey
Un 0 1
€ span(eyq, ..., €n).
(b) Der Untervektorraum
uy
U= { eR" |uy = 0}
Un
aus Beispiel 16.2.2(a) wird erzeugt von es, . .., e,; also
U = span(es, ..., e,).
Denn fiir u € U ist
0
U2
u=| . | =usea+ -+ une, €span(eq,...,e,).
Uy,

(e2,...,en € U und damit span(es, ..., e,) C U ist klar.)
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Sei
P, ={p: R — R|p ist reelles Polynom mit Grad < n}

der Vektorraum aller Polynome vom Grad héchstens n (vergleiche Bei-
spiel 16.1.3(d)). P, ist Untervektorraum von F(RR,IR), dem Vektorraum
aller Funktionen f : R — R. Der Unterraum P, wird erzeugt von den
Monomen

my(z) = ", k=0,1,...,n, (16.5)

denn fiir p € P, ist

p(z) =apaz” + -+ +ap
=z + -+ arzt + oz’
= apmp(x) + -+ aymy(z) + agmo(x)
= p=a,my+- -+ army+ agmg.

Also gilt
P, = span(mg, my, ..., mMy).

Sei U = Kern A = {x cR* | Ax = O} mit der Matrix

2 —4 -1 0
A= (3 -6 -1 2) ’
U ist also die Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems

21’1—41’2—1’3 =0
3x1 —6x9 —x3+ 224 =0

Wir berechnen die Losung des Gleichungssystems, also den allgemeinen
Vektor in U:

2 -4 -1 0 0 2 -4 -1 0 0
(A410) = (3 6 -1 2 0) 2 @ (6 12 -2 4 o) 31
- 2 -4 -1 0 0
0 0 1 4 0
Das Gleichungssystem hat damit Rang r = 2, somit n —r =4 -2 = 2
freie Parameter. Wir withlen zo = A, x4 = p als Parameter. (Zur Frage

der Wahl der Parameter im Gauflalgorithmus siehe die Bemerkung auf
Seite 78.) Durch Riickwirtseinsetzen bekommen wir als Losung

2. Zeile: xz3+4x4=0 = 23 =—4u
1. Zeile: 2x1 —4axo —2x3=0 = 2x1 =4\ —4p = 1 =2)\—2u

also
1 2\ — 24 2 9
_ T2 o A _ 1 0
= | T = [T o] T -4
T4 I 0 1
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Ein beliebiges = € U ist also die Linearkombination x = Au; + pus der
beiden Vektoren

2 -2
1 | o
Uy = ol Uz = —4
0 1
Das heif3t, diese Vektoren bilden ein Erzeugendensystem von U,
2 -2
1 0
U= span( ol | -4 )
0 1

Wie das letzte Beispiel zeigt, kann man mit dem Gauflalgorithmus also ein
Erzeugendensystem von Kern A berechnen. Wir formulieren das allgemein:

Bemerkung: Sei A € K™*™ eine m x n-Matrix und U = Kern A, also der
Untervektorraum aller Losungen des homogenen Gleichungssystems Az = 0.
Der GauBalgorithmus liefert die allgemeine Losung von Az = 0 in der Form

T = A\uy + -+ Apug, (16.6)
wobei A1,..., A\, die freien Parameter der Losung sind und & = n — r mit
dem Rang r, siehe auch Satz 9.2.3. Aulerdem ist Au; = --- = Augx = 0, d.h.
Ui, ..., ux € Kern A. Wegen (16.6) ist somit ug, ..., u ein Erzeugendensystem
von Kern A, also

Kern A = span(uq, ..., ug).

Bemerkung: Erzeugendensysteme sind nicht eindeutig: Zum Beispiel ist
R* = span(ey, e, €3, e4)

(Beispiel 16.4.2(a)), aber es gilt auch

1\ [0\ [0\ /o
. 1| [1] (o] (o

R fspan< HERBHEE ) (16.7)
o/ \o/ \1/ \u

Um das zu sehen, miissen wir ein beliebiges = € R* als Linearkombination

1 1 0 0 0
x| 1 1 0 0
xr = 23 =\ 0 + Ao 1 + A3 1 + M\ 0 (168)
T4 0 0 1 1
schreiben, d.h. zu vorgegebenem x miissen wir die Koeffizienten A1,..., A4 so

wihlen konnen, dass (16.8) richtig ist. Tatséichlich kann man die A; nacheinander
ausrechnen, indem man die Komponenten (Zeilen) von (16.8) von oben nach
unten durchgeht:

1. Zeile: 1 = Al

2. Zeile: To=A+Xo & Ao =120 — 1

3. Zeile: .’173:)\2+)\3<:>)\3:$3—($2—.’L‘1)=$3—$2+.’L‘1

4. Zeile: Ta=A3+M & M=x4— (T3 —z2+21)=...
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Mit dieser Wahl von Ay, ..., \s zu gegebenem x € R* gilt also (16.8) und daher
haben wir das Erzeugendensystem in (16.7).

Ein anderes Beispiel: Sei U eine Ebene in R? durch den Punkt 0. Dann gilt
U = span(a, b) fiir jedes Paar von (nicht parallelen) Richtungsvektoren a,b € U.

Wegen der Nicht-Eindeutigkeit kann man verschiedene Erzeugendensysteme
zur Beschreibung eines Untervektorraums verwenden. Man wird versuchen, ein
(je nach Situation) moglichst einfaches Erzeugendensystem zu wéhlen. Der fol-
gende Satz zeigt zwei Arten, wie Erzeugendensysteme abgeéndert und damit
eventuell vereinfacht werden kénnen.

Satz 16.4.3 Sei V ein Vektorraum und vy,...,vp € V.
(a) Firo; € K, o #0 gilt

span(vy, ..., v;) = span(aqvy, . .., pUk).

(b) Gilt w=pv1 + -+ pgvg  (ist also w € span(vy,...,v)) dann ist
span(vy, ..., v;) = span(vy, ..., Vg, w).

Nach (a) kann man also jeden Vektor eines Erzeugendensystems mit einer Zahl
# 0 skalieren; und nach (b) kann ein Vektor, der eine Linearkombination der
anderen Vektoren des Erzeugendensystems ist, im System weggelassen werden
— oder auch hinzugefiigt; die lineare Hiille (also der erzeugte Unterraum) bleibt
in allen Fallen unverdndert.

Beweis.
(a) Einen beliebigen Vektor der linearen Hiille v = Ajvy; + -+ + Mevg €

span(vs, ..., v;) kann man #quivalent als

A1 Ak
uzi.a1v1+...+7.akvk
&3

aq
schreiben, so dass auch u € span(ayvy, ..., apvg) gilt. Beachte hier, dass
Oéj 75 0.
(b) Sei u € span(vy,...,vg, w), d.h. u ist eine Linearkombination

U= A1+ -+ AU + pw.

Es gilt vy,..., v, € span(vy,...,v;), sowie w € span(vy, ..., vx) nach Vor-
aussetzung. Damit folgt auch u € span(vy,...,vy), denn die lineare Hiille
ist ein Untervektorraum.? Somit gilt

span(vy, ..., vk, w) C span(vy, ..., vk).

Die andere Inklusion span(vy,...,vx) C span(vy, ..., vk, w) ist klar.

O

2Ist U ein Untervektorraum, so gehoért auch die Linearkombination Ajui + --- + Agug
von ui,...,ur € U wieder zu U, denn skalare Vielfache und Summen gehéren nach Definiti-
on 16.2.1 wieder zu U.
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Beispiel 16.4.4 (a) Als Beispiel fiir Teil (a) des letzten Satzes betrachten
wir den Untervektorraum

L 7
U:span( (5)1 , Qig )

Wir kénnen hier das Erzeugendensystem, also die beiden Vektoren, die U
aufspannen, durch Skalieren vereinfachen: den ersten Vektor multiplizieren
wir mit 5 (um den Bruch zu eleminieren), den zweiten Vektor mit 1 (das
ergibt kleinere Zahlen; alle Komponenten waren Vielfache von 7!). Die
lineare Hiille bleibt dabei unverdndert, und somit ist

1 1
U= span( 0, 3 )
5 -7
(b) Als Beispiel fiir Teil (b) sei jetzt
1 0 3
W = span( 11,1 21],(5 )
1 -3 0

Der dritte Vektor ist hier eine Linearkombination der beiden ersten Vek-
toren, ndmlich

3 1 0
5] =311]+1 2
0 1 -3
Somit gilt
1 0
W = span( 11,1 2 ),
1 -3
3
das heiflt, | 5 | kann man im Erzeugendensystem weglassen.
0

16.5 Lineare Unabhingigkeit

Wir haben gesehen, dass in einem Erzeugendensystem ein Vektor weggelassen
werden kann, wenn er Linearkombination der iibrigen Vektoren ist. Es stellt sich
die Frage: Wie kann man feststellen, ob das der Fall ist? (Und wie findet man
den Vektor, den man weglassen kann?) Oder anders formuliert: Wann kann kein
Vektor eines Erzeugendensystems mehr weglassen werden? Diese Fragen fithren
zum Begriff der linearen Unabhéngigkeit.

Definition 16.5.1 Sei V' ein Vektorraum, vq,...,vx € V.
(a) Das System der Vektoren (vy,...,v) heilt linear unabhingig, wenn
v+ Fopu=0 = a=---=a;=0, (16.9)

das heifit, wenn ajvy + -+ agvp = 0 nur im Fall o = -+ - = o, = 0 gilt.
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(b) (v1,...,vx) heidt linear abhingig, wenn es nicht linear unabhingig ist, das
heifit, es gibt ay,...,a; € K mit

a1vy + - + agvp =0 und (mindestens) ein a; # 0. (16.10)

Im Fall von linearer Abhéngigkeit spricht man auch von einer nicht-trivialen
Linearkombination aqv; + -+ - + agvr = 0, d.h. mit (mindestens) einem «; # 0.
Die triviale Linearkombination dagegen ist Ovy 4 - - - + Ovi, = 0.

Fiir den Vektorraum IR™ (und genauso fiir C™) kann man lineare Unabhéingig-
keit iiber die eindeutige Losbarkeit eines homogenen Gleichungssystems unter-

suchen: Fiir vq,...,v;r € R™ betrachte die Matrix
A= (vl, e ,vk)nxk.
Die Vektoren vy, ..., v sind also die Spalten von A. Dann ist
aq
1] + -+ apvr = Ao wobel a =
ag

(vergleiche (9.19)). Die Linearkombination auf der linken Seite von (16.9) ergibt
damit das homogene lineare Gleichungssystem

a1V + -+ apup = Aa = 0.

Also ist (v1,...,vx) linear unabhiingig, genau dann wenn das Gleichungssystem
A« = 0 die eindeutige Losung o« = 0 hat. Wir halten das als Lemma fest:

Lemma 16.5.2 Sei vq,...,v; € K" und sei A die n x k-Matrixz mit den Vek-

toren in den Spalten,
A= (U1,...,vk)

nxk "

Dann sind dquivalent:

(i) (vi,...,vx) ist linear unabhingig;

(i1) das Gleichungssystem Aa = 0 hat die eindeutige (triviale) Lésung o = 0;
(iii) das Gleichungssystem Aa =0 hat den Rang k.
Im Fall von n Vektoren vy, ..., v,, wenn also A quadratisch ist, gilt auferdem:

(v1,...,0y) linear unabhingig < det A #O0.

Beweis. (i) < (ii) haben wir oben erldutert.
(i) & (4i1): Aa = 0 hat genau dann die eindeutige Losung o = 0, wenn beim
Gaufalgorithmus keine freien Parameter auftreten, also wenn der Rang gleich
k ist (Anzahl der Variablen as, ..., ax).

Im quadratischen Fall ist Aa = 0 eindeutig 16sbar genau dann, wenn A inver-
tierbar ist, d.h. wenn det A # 0. (]
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Beispiel 16.5.3 (a) Wir untersuchen, ob das System (ej,...,e,) aus den
Standard-Einheitsvektoren

1 0
0 :
ei=1.1,-s€n=1"
: 0
0 1

linear unabhéngig ist. Wir kénnen das hier ganz einfach direkt mit (16.9)
ablesen: Es gilt

aq
e + -+ ape, =
Qp
und somit
o
ajer +-tage, = ¢ | =0 = a=--=a,=0.
an
Also ist (eq,...,e,) linear unabhingig.
(b) Ist das System der Vektoren
1 0 1
v = 0 , V2 = 1 , U3 = 1
1 2 3

linear unabhingig? Gleichung (16.9) aus der Definition der linearen Un-
abhéngigkeit ergibt hier

o + Qa3 \
a1V1 + QU2 + azvz = Qg + Q3 =0.
a1 + 200 + 3ag

Das ist ein homogenes lineares Gleichungssytem fiir die Unbekannten aq,
o, ag; in Matrix-Schriebweise:

—_ o

0 1
1 1 as | = Aa=0.
2 3

Dies ist genau das Gleichungssystem aus Lemma 16.5.2 mit den drei Vek-
toren als den Spalten der Matrix: A = (v1,va,v3)3x3. Wir priifen, ob das
Gleichungssystem eindeutig losbar ist:

1 0 1 0
0 1 1 0 =
1 2 3 0/ —I —2I1

SO R OO
O OO O oo

OO N O
O = R N~ =
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Der Rang ist 2, also gibt es 3 — 2 = 1 freien Parameter. Das Gleichungs-
systen hat damit nicht nur die (eindeutige) Losung a1 = as = a3 = 0,
sondern auch Losungen aq, ag, asg # 0. Also ist (v1, va, v3) linear abhéingig.
Die Losung des Gleichungssystem hat freie Parameter weil 2 < 3, weil

also der Rang 2 nicht gleich der Anzahl der Vektoren 3 ist, siche Lem-
ma 16.5.2(iii).

Alternativ kann man die lineare Abhéngigkeit auch direkt durch Betrach-
ten der Vektoren ablesen: Man sieht, dass

1 0 1
V1 + v = 0] + 1 = 1 = V3.
1 2 3
Daraus folgt v1 + v2 —v3 = 0, d.h. wir haben die nicht-triviale Linearkom-
bination
ai1v1 + v +azvg =0 mit a3 =1, ag =1, ag = —1.

Somit ist (vq,ve,vs) linear abhiingig.

Die Frage, ob in einer linearen Hiille ein Vektor weggelassen werden kann,
lasst sich jetzt durch Untersuchung der linearen Unabhéngigkeit der Vektoren
beantworten:

Bemerkung: Es gilt

(v1,...,vk) linear abhéngig < es gibt (mind.) ein v; mit

V; € Span(vy, ..., Vi—1, Vit1,---Un)
In diesem Fall folgt dann nach Satz 16.4.3
span(vy, ..., vp) = Span(vy, ..., Ui—1,Vit1, ..., Un)-
Gilt zum Beispiel
Q11 + agug + -+ gy =0 mit oy # 0,

so kann man nach v; auflosen:

(65) (7
1)1:—7’[)2*...*71)]6
aq a1
Hier ist also v; € span(vs,...,vr) und damit folgt dann span(vq,...,v;) =
span(va, ..., v;). Allgemein gilt
v+ apur =0 A a; 0 = v; € span(vy, ..., Ui_1, Vit1,-- -, Vk)

Beispiel 16.5.4 Wir betrachten nocheinmal die Vektoren

1 0 1
v = 0 , Vg = 1 , U3 = 1
1 2 3
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von Beispiel 16.5.3(b). Wir hatten dort gesehen, dass das System (v, vs,vs)
linear abhéngig ist. Zur Priifung auf lineare Unabhéngigkeit hat wir das resul-
tierende Gleichungssystem auf Zeilen-Stufenform gebracht:

1 0 1 aq
a1v1 + agvg +azvg =0 & 0 1 1 as | =0
1 2 3 (6%}
1 0 1 0
s s 0 1 1 0
0 0 O 0

Die Losung hat damit einen freien Parameter — wir wihlen as = t. Jede Wahl
des Parameters ¢t # 0 ergibt dann eine nicht-triviale Losung o, ag, g # 0 des
Gleichungssystems, und damit eine nicht-triviale Linearkombination

a1 + agvg + agvg = 0.
Wir wéhlen ag3 = t = 1, woraus dann

as+az3=0 = ay=-1
ap+az3=0 = a3 =-—1

folgt. Das ergibt die Linearkombination
— U1 71}2‘}’1}3 =0. (1611)

Hieraus folgt
v3 = v1 + vy € span(vy, va)

und damit

span(vy, v, v3) = span(vy, vs).

Wir kénnen (16.11) aber auch nach vy oder vy auflésen. Das ergibt dann

v] = —vg + v3 € span(va,v3) = span(vy,v2,v3) = span(va,vs)
beziehungsweise
vy = —v1 +v3 € span(vy,v3) =  span(vi, vy, v3) = span(vy, vs).

In der linearen Hiille span(v, v2, v3) kann in diesem Beispiel also der Vektor vy,
oder vg, oder v weggelassen werden.

Bemerkung: Im Fall von nur einem oder zwei Vektoren lédsst sich lineare
Unabhiingigkeit einfach iiberpriifen:

ein Vektor:
(v1) linear unabhéngig < wv; #0 (16.12)

Denn fiir v # 0 gilt ayv; = 0 nur bei a3 = 0 (= lin. unabh.) Und bei
vy = 0 ist zum Beispiel 1v; = 0 (= lin. abh. mit a; = 1.)
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zwel Vektoren:

(v1,v2) linear unabhéngig < w1 #0, ve # 0 und
vy # Avg fiir jedes A € R (16.13)
(oder dquivalent vy # Avy)

Fiir lineare Unabhéngigkeit zweier Vektoren diirfen also die Vektoren nicht
skalare Vielfache voneinander sein. Dies folgt aus der Bemerkung von Sei-
te 257.

Beispiel 16.5.5 Die Vektoren
v =

sind linear abhingig voneinander (d.h., das System der beiden Vektoren ist
linear abhiingig): denn offenbar gilt va = —2v;. Die Vektoren

- () )

sind linear unabhéngig voneinander, denn uj,us # 0, und beide Vektoren sind
nicht Vielfache voneinander: u; # Aus fiir alle A € R.

Das néchste Lemma macht es moglich, lineare Unabhéngigkeit schrittweise
zu begriinden:

Lemma 16.5.6 Secien vq,...,vp,w € V. Ist (v1,...,v;) linear unabhingig und
gilt w ¢ span(vy,...,v;), dann ist auch (vq, ..., v, w) linear unabhdingig.

Beweis. Sei
QU1 + ‘|'Oék11k +ak+1w = 0. (1614)

Angenommen aj4; # 0. Dann kénnten wir (16.14) nach w auflésen,

aq A
w=— vy — e — U
Ak+1 A1
woraus w € span(vi,...,vx) folgt, im Widerspruch zur Voraussetzung, dass
w ¢ span(vy, ..., v). Somit ist ag41 = 0, woraus dann
avr + -+ agvp =0
folgt und damit auch ay = -+ = ag =0, da (vy,...,vx) linear unabhiingig ist.
Also ist (vq,..., v, w) linear unabhéngig. O

Beispiel 16.5.7 Wir benutzen Lemma 16.5.6 um zu zeigen, dass das System

der Vektoren
1

1 1
v = 0 , U = 0 , U3 = 1
2 1 1
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linear unabhéngig ist. Zunéchst ist (v1,v2) linear unabhingig, da vy, ve # 0 und
v1 # Avg. Auflerdem sieht man sofort, dass

v3 ¢ span(vy, va);

denn die zweiten Komponenten von v; und vy sind Null, die von v3 aber ungleich
Null, so dass vg keine Linearkombination von v; und vy sein kann:

* 1
A1V + Ao = | 0 7& 1] =ws.
* 1

Also ist (v1,vg,vs) linear unabhiingig.

Beachte: Lineare Unabhéngigkeit ist eine Eigenschaft des kompletten Systems
(v1,...,vk) der Vektoren — es langt nicht, dass die Vektoren lediglich paarweise
voneinander linear unabhéngig sind.

Zum Beispiel muss bei drei Vektoren fiir lineare Unabhéingigkeit gelten, dass
(sieche Bemerkung Seite 257)

vy ¢ span(vg,v3), v2 € span(vi,vs), und w3 ¢ span(vy,vs).

Es langt dagegen nicht, dass v; von vs linear unabhiingig ist (d.h. v1 # Avg),
und v; linear unabhéngig von vz, und vy von vs. Nach dem letzten Lemma kann
man aber sagen:

(v1,v2) linear unabhéngig, und w3 ¢ span(vy,vy)

= (v1,v2,v3) linear unabhéingig

Ein einfaches Beispiel sind die Vektoren

=)o)

Diese Vektoren sind jeweils nicht Vielfache voneinander (vq # Ave, vy # Avs,
vy # Avg), d.h. jeweils zwei von ihnen sind zueinander linear unabhingig: vq
linear unabhéngig von wvs, v; linear unabhéngig von v3,... Aber das ganze
System (v1, va, v3) ist linear abhingig, denn offenbar gilt vs € span(vy, v2) weil ja
vg = v1+vq. Die lineare Abhéngigkeit folgt auch aus der Gleichung vy +v9 —v3 =
0, also

1‘U1+1'U2+(—1)‘1}3:0

(nicht-triviale Linearkombination, die Null ergibt.) Ein Beispiel in R? sind die
Vektoren von Beispiel 16.5.3(b).

16.6 Basis und Dimension

Die Basis ist der zentrale Begriff in der Theorie der Vektorrdume. Mit einer Basis
lésst sich ein beliebiger Vektor des Raumes eindeutig durch seine Komponenten
beziiglich der Basis darstellen. Auch die Dimension eines Vektorraums wird
mithilfe einer Basis definiert.
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Definition 16.6.1 Ein System (vy,...,v,) von Vektoren eines Vektorraums V'
heilt Basis (des Vektorraums), wenn

(i) (vi,...,vy) linear unabhingig ist,

(ii) v1,...,v, ein Erzeugendensystem von V ist, d.h. V = span(vy,...,v,).

Kurz gesagt ist also eine Basis ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem; also
ein Erzeugendensystem, bei dem kein Vektor mehr weggelassen werden kann
(vergleiche Bemerkung Seite 257).

Mit einem Erzeugendensystem kann jeder Vektor z als Linearkombination
der Vektoren des Systems geschrieben werden. Bei einer Basis ist diese Dar-
stellung auch eindeutig — d.h. die Koeffizienten in der Linearkombination sind
eindeutig bestimmt durch x:

Satz 16.6.2 Sei(vy,...,v,) Basis von V. Dann hat jedes x € V eine eindeutige
Darstellung als Linearkombination

T = MU+ -+ AU,

Beweis. Da vy, ..., v, Erzeugendensystem von V ist, hat = eine Darstellung als
Linearkombination

T = MU+ -+ AU,
Sei nun

T = v+ -+ fntp
eine (moglicherweise) andere Darstellung von z, also mit anderen Koeffizienten
;. Durch Subtrahieren beider Darstellung folgt dann

O=z—2=A1—p)vr+ -+ (An — fin)0n.

Da (v1,...,v,) eine Basis, also auch linear unabhéngig ist, impliziert das
A1_,l-l/1 :07"'7 )‘n_Mn:O7
also
)\1 =M1, )‘n:,un
D.h. die Koeffizienten Aq, ..., A, sind eindeutig bestimmt durch zx. O

Beispiel 16.6.3 (a) Sei V = K". (Also V. = R"™ oder V = C".) Fiir die
Standard-Einheitsvektoren

1 0
0 0
€1 = . yerey En =
0 1
haben wir gesehen, dass (eg,...,e,) linear unabhingig und ein Erzeu-
gendensystem von K™ ist (Beispiel 16.4.2(a) und 16.5.3(a).) Damit ist
(e1,...,en) eine Basis von K". Sie wird kartesische, kanonische, bezie-

hungsweise Standardbasis von IK™ genannt. Fiir ein beliebiges x € V ergibt
sich die eindeutige Darstellung in der Basis als

T
xr = =x1€1 + -+ xTpHEn.

Tn
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(b) Die System der Vektoren

'U1:<§>,’U2:<1)6R2

ist linear unabhingig (v; # Avg). Sind vy, ve auch ein Erzeugendensys-
tem von R2 ? Dafiir miissen wir iiberpriifen, ob ein beliebiges 2 € R? als
Linearkombination x = A\jv1 4+ Aqvo dargestellt werden kann:

2 1 2X A !
o () o (1) - () () -

Das ist ein lineares Gleichungssystem mit den Unbekannten Ap, As:

2 1 T N 1 1 To N 1 1 To
1 1 To 2 1 x ) —21 0 -1 T — 2x9

Das Gleichungssystem ist also eindeutig losbar (Rang = 2, kein freier
Parameter). Riickwirtseinsetzen ergibt

— Xy =21 — 229 = Ay = —x1 + 229
M+ =29 = )\1:(E2—(—£C1+2£L'2):1'1—1'2

Fiir  erhalten wir damit die Darstellung als Linearkombination
Tr = )\11}1 + )\2'[}2 = (1’1 — 1’2)7)1 + (—xl + 2$Q)U2. (1615)
Insbesondere ist « € span(vi,vs), d.h. vy, vy ist Erzeugendensystem von

R2. Damit ist also (v1,v2) eine Basis von R2. Die eindeutige Darstellung
eines Vektors x € R? in der Basis ist (16.15). Konkret hat etwa

()

T = —v1 + 20s.

die Darstellung

(denn/\1:ml—@:O—l:—l,)\2:—331+2x220+2-1:2)

Der néchste Satz hilft, sowohl theoretisch als auch praktisch, eine Basis aus
gegebenen Vektoren aufzubauen.

Satz 16.6.4 (Basisergiinzungssatz) Sei (v1,...,vg) linear unabhdingig und
sei wi, ..., Wy ein Erzeugendensystem von V. Dann kann (vq,...,vg) durch
Vektoren w; zu einer Basis von V' ergdinzt werden. Das heifst, es gibt wi,, ..., w;,,
sodass (U1, ..., V, Wiy, ..., w;, ) eine Basis von V ist.

Beweis. Sei U = span(vy, ..., vx) der von vy, ..., v, aufgespannte Untervektor-
raum. Es ist also U C V.

1. Fall U = V: Dann ist vy,...,v; Erzeugendensystem von V und damit
schon eine Basis (weil ja auch linear unabhéingig).
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2. Fall U # V: Dann gibt es ein w;, aus den Vektoren w, ..., w,, mit w;, ¢
U. Denn sonst wére

Wiy .., Wy €U = V =span(wy,...,wy) CU = U=V,

im Widerspruch zur Annahme U # V. Aus wj, ¢ U folgt nach Lem-
ma 16.5.6, dass (v1,..., v, wj,) linear unabhingig ist. Nehme dann w,
zu den Vektoren vy, ..., v hinzu, und wiederhole damit die Fallunterschei-
dung, also mit U = span(v1, ..., v, wj,) (so lange bis U =V.)

O

Folgerung 16.6.5 Jedes Erzeugendensystem wi,...,w,, enthdlt eine Basis.
Das heifit, durch eventuelles Weglassen einiger der Vektoren w; entsteht aus
dem FErzeugendensystem eine Basis.

Beweis. Wihle ein w;, # 0 und setzte v; = wj,. Somit ist (v;) linear un-
abhéingig. Basisergiinzung von (v1) mit dem Erzeugendensystem wq, ..., wy,
liefert dann die Behauptung. O

Beispiel 16.6.6 Gegeben seien die Vektoren

1 1
vn=|-1],v=[1] eR?
0 0

und die Standardeinheitsvektoren ey, es, e3 € R3. (vy,v2) ist linear unabhiingig
(Vektoren sind nicht Vielfache voneinander) und ey, ez, e3 bilden ein Erzeugen-
densystem von R3. Da ez ¢ span(vy,ve) (3. Komponente!), sind vy, v kein Er-
zeugendensystem von IR3, d.h. noch keine Basis. Nach dem Basisergéinzungssatz
wissen wir nun, dass (vi,v2) durch Hinzunehmen von einem (oder mehreren)
der Vektoren e, eg, e3 zu einer Basis von R? wird. Wir untersuchen der Reihe
nach, mit welchem der Vektoren das der Fall ist:

e (v1,v9,€1) ist linear abhingig, denn

2
vi4+ve=1[0] =2e1 = vi +vy —2¢; =0.
0

e (v1,v9,€2) ist linear abhéngig, denn

0
v —vy= | —-2] =—2e; = v; —vg+ 2e3 =0.
0

e (v1,vq,€3) ist linear unabhingig, da (v, vs) linear unabhiingig und e3 ¢
span(vi, v2). (Anwendung von Lemma 16.5.6)

Hier kann man also nur den Vektor es aus dem Erzeugendensystem zu vq, vg
hinzunehmen, sodass die Vektoren linear unabhéngig bleiben. Sowohl e; als
auch es konnen dagegen nicht zu einer Basis mit vy, v gehoren, da das System
dann nicht mal linear unabhingig wére. Also ist nach dem Basiserginzungssatz
(v1,v9,e3) eine Basis von R3.
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Wir kommen nun zur Definition der Dimension eines Vektorraums. Sie be-
ruht darauf, dass fiir einen festen Vektorraum jede Basis aus derselben Anzahl
von Vektoren besteht.

Satz 16.6.7 Ist (v1,...,v,) eine Basis von V', so besteht auch jede andere Basis
von V aus n Vektoren.

Beweis. Angenommen (wy, ..., w,,) sei auch Basis von V und es wére m < n.
Wir betrachten das System (vs,...,v,), lassen also den Vektor v; aus der Ba-
sis weg. Das System ist linear unabhingig und keine Basis von V mehr (denn
v1 ¢ span(ve,...,v,) da (v1,...,v,) linear unabhéingig.) Wir machen nun ei-
ne Basisergénzung mit den Vektoren wj,...,w,, als Erzeugendensystem und
erhalten damit eine Basis

(V2y ey Uy Wy, oo W5, (r>1)

von V. In dieser neuen Basis ersetzen wir jetzt genauso ve durch einen (oder
mehrere) Vektoren w;, dann auch vz, u.s.w. Nach insgesamt n Ersetzungen
bekommen wir somit eine Basis der Form

(wjl,...,...,wjl)

wobei | > n gilt, denn bei jeder Ersetzungen kommt mindestens ein neues w;

hinzu. Wegen m < n <! kommt in (wj,, ..., w;,) mindestens einer der Vektoren
w; doppelt vor. Das System ist dann aber linear abhéngig, also keine Basis, im
Widerspruch zur Konstruktion. (I

Definition 16.6.8 Sei V' ein Vektorraum. Die Anzahl der Vektoren in einer
Basis von V' heifit Dimension von V', geschrieben dim V.

Aus der Dimension ergeben sich Bedingungen an die Anzahl von Vektoren,
die ein linear unabhéngiges bzw. ein Erzeugendensystem haben kann. Damit
kann man auch einfacher iiberpriifen, ob ein System von Vektoren eine Basis.

Satz 16.6.9 Sei dimV = n.

(a) Sei (vi,...,vx) linear unabhingig. Dann gilt k < n sowie
(v1,...,v;) Basis <& k=n.

(b) Seiwvy,...,vm Erzeugendensystem. Dann gilt m > n und
(v1,...,0,) Basis < m=n.

Eine Basis ist damit zugleich
e ein maximal linear unabhéngiges System, und

e ein minimales Erzeugendensystem.

Beweis. (a) folgt aus dem Basisergéinzungssatz (Ergénzung von (v1, . .., vx) mit
einer anderen Basis (wy,...,wy,)), und (b) aus Folgerung 16.6.5. O
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Beispiel 16.6.10 (a) Die Standardbasis (e, ..., e,) von R™ und C™ besteht
aus n Vektoren. Damit ist

dimR" = dim C" = n. (16.16)

(b) Bilden die Vektoren

v = , U3 = y V4 =

==
=)
= -0 O
= o O O

eine Basis von R*? Man sieht einfach, dass das System (vi, vz, v3,vy)
linear unabhéngig ist, denn aus

a1v1 + Qv 4+ azvg + agvy =0

folgt nacheinander (betrachte die Vektor-Komponenten von oben nach
unten!)
Oélzo, OéQZO7 04320, Oé4=0.

Es ist also ein linear unabhiingiges System aus 4 Vektoren und dim R* = 4.
Nach Satz 16.6.9 ist daher (vy,...,vs) eine Basis.

16.7 Untervektorriume und Dimension

Sei U C V Untervektorraum des Vektorraums V. Dann ist U selbst ein Vektor-
raum, siehe den Beginn des Abschnitts 16.2 zu Untervektorrdumen. Damit sind
die Begriffe Basis und Dimension auch fiir Untervektorraume wohldefiniert. Wir
schreiben es hier trotzdem noch einmal explizit auf:

Die Vektoren vy, ...,v; € U bilden eine Basis von U genau dann, wenn
(i) (v1,...,vx) linear unabhéngig,
(ii) vy,...,v; Erzeugendensystem von U, das heiit U = span(vy, ..., vg).
Ist (v1,...,vx) eine Basis von U, so gilt dimU = k.

Satz 16.7.1 Ist U ein Untervektorraum von V, so gilt dimU < dim V' sowie
U=V & dimU=dimV.

Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz 16.6.9(a), wobei fir (v1,...,vy) eine
Basis von U gewéhlt wird, d.h. k¥ = dim U. Beachte noch: ist (v1,...,v;) Basis
von U und V, so folgt U = span(vy,...,vx) = V. O

Bemerkung: Wir betrachten nochmal den Fall von Unterrdumen, die von
einem oder zwei Vektoren in R? aufgespannt werden, vergleiche das Ende von
Abschnitt 16.3.
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Sei v € R?\ {0}. Dann ist der Untervektorraum
U =span(v) = {x = A | A € R}

eine Gerade durch den Nullpunkt. Das System (v) ist linear unabhingig
(da v # 0) und es gilt U = span(v). Damit ist (v) eine Basis von U. Es
folgt daher dimU = 1.

Seien v,w € R?\ {0} und v # Aw.
U =span(v,w) = {x = A + pw | A\, p € R}

ist dann eine Ebene durch den Nullpunkt. Da (v, w) linear unabhiingig ist
(wegen v # \w, v,w # 0) und U = span(v, w), ist (v, w) eine Basis von U
und somit dimU = 2.

Man kann dieses Schema auch allgemein formulieren: Sei (vq,...,v) ein
linear unabhéngiges System von Vektoren eines Vektorraumes V. Dann
hat der Untervektorraum

U = span(vy,...,vx)

die Basis (v1,...,vg), und es gilt dimU = k.

Ist allerdings (vy,...,v;) nicht unbedingt linear unabhingig, so gilt nur
dim U < k. Das folgt aus Satz 16.6.9(b) da vy, ..., vy ein Erzeugendensys-
tem von U ist.

Sei A € K™*™ b e K™, und das Gleichungssystem Ax = b sei l6sbar. Sei
T =z + Aup + -+ Apug

die allgemeine Losung von Az = b nach dem GauBalgorithmus, A1, ..., Ag
die freien Parametern, k = n — r, und r der Rang des Gleichungssystems.
Dann ist (ug,...,ux) eine Basis von Kern A und dim Kern A = k, d.h.

dimKernA=n—r (r = Rang). (16.17)

Denn es gilt Kern A = span(uy,...,u;), und aus der Konstruktion im
GauBalgortihmus folgt, dass (u1, ..., ux) linear unabhiingig ist. Vergleiche
dazu nochmal Beispiel 16.4.2(d) und die anschlieflende Bemerkung.

Beispiel 16.7.2 Sei U der Untervektorraum, der aufgespannt wird von

1 -1 2
v = -2 , Vg = 2 , U3 = —4 s
5 1 1

d.h. U = span(vy,va,vs). Wir wollen die Dimension und eine Basis von U be-
rechnen. Wir gehen schrittweise vor:

(i)

(v1, vg) ist linear unabhiingig (da v, ve # 0, v1 # Avg). Also ist dim U > 2.
(Satz 16.6.9(a))
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v1, Vg, U3 ist ein Erzeugendensystem von U, also gilt dimU < 3 (wegen
Satz 16.6.9(b)). Nach Folgerung 16.6.5 enthilt auflerdem vy, v, vs eine
Basis von U.

Da vy, v9, v3 ein Erzeugendensystem von U ist, gilt
dimU =3 < (v1,v2,v3) Basis < (v1,v9,v3) linear unabhéngig.

Wir priifen (vq,ve,v3) auf lineare Unabhiingigkeit:

1 -1 2 0 1 -1 2 0
-2 2 -4 OjJ+2 & [0 O O 0
) 1 1 0/ =51 0 6 -9 0
1 -1 2 0

< [0 6 -9 0
0 0 0 0

Es folgt Rang = 2 < 3, somit ist (v1,ve,v3) linear abhiingig (siehe Lem-
ma 16.5.2). Also gilt dim U # 3, und damit dim U = 2.

Aus dimU = 2 folgt nun, dass (v1,v2) eine Basis von U ist, da (vi,v2)
linear unabhéngig. Da (v1,v3) und (va,v3) ebenfalls linear unabhingig
sind, sind auch (v1,v3) und (vy,v3) Basen von U.

Zum Abschluss noch zwei allgemeine Bemerkungen zur Dimension:

Bemerkung:

(a)

(2)

Der Untervektorraum U = {0} hat die Dimension dimU = 0. (Dies ent-
spricht einer Basis, die keinen Vektor enthiilt.?)

Es gibt Vektorrdume mit unendlicher Dimension, dim V' = co. Ein solcher
Vektorraum
e hat keine endliche Basis;
e hat beliebig grofie linear unabhéingige Systeme (v1, ..., vx) (das heifit,
k kann beliebig grof} sein.)

Ein Beispiel fiir einen unendlich-dimensionalen Vektorraum ist der Raum
der Polynome beliebig hohen Grades,

P = {p| p Polynom mit beliebigem Grad}.

P enthilt alle Monome my,(z) = z¥, k € N. Das System (mg,my, ..., my,)
der Monome bis zum Grad n ist linear unabhéingig, denn

agmo +agmq + -+ a,my, =0
= aqptax+---F+a,x" =0 firallexeR
= q=--=a, =0
P enthilt also ein linear unabhéngiges System aus n + 1 Vektoren, daher

muss dim P > n + 1 gelten. Da aber n € N beliebig grof sein kann, folgt
dim P = oo.

3Selbst fiir Mathematiker ist das ein gewshnungsbediirftiges Konzept!
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Fiir den Vektorraum der Polynom vom Grad maximal n,
P, = {p|p Polynom, Grad p <n},

ist dagegen dim P, = n+1, denn (mg, mq,...,m,) ist eine Basis (verglei-
che Beispiel 16.4.2(c)).

16.8 Orthonormalbasen

Orthonormalbasen sind Basen des R"™ mit der zusétzlichen Eigenschaft der Or-
thonormalitét. Sie vereinfacht viele Rechnungen, zum Beispiel das Uberpriifen
der linearen Unabhéngigkeit oder die Berechnung der Basisdarstellung eines
Vektors.

Orthonormalitiat wird {iber das Skalarprodukt im R”™ definiert. Zur Erinne-
rung: das Skalarprodukt zweier Vektoren x,y € R"™ ist

T Yz
ry=[ ||| =tz

T Yn

Fiir die Eigenschaften des Skalarprodukts siche Abschnitt 7.6.

Definition 16.8.1 Seien vy, ...,v; € R"™. Das System (v1,...,vx) heifit
(a) orthogonal, wenn v; L v; fiir alle ¢ # j, das heifit wenn

vi-v; =0 furalle i#j;

(b) orthonormal, wenn es orthogonal ist und zusétzlich |v;| = 1 gilt, d.h. alle
v; sind auf Liange Eins normiert (also Einheitsvektoren).

Weil |v;|? = v; - v; ist, ist (v1,...,vx) orthonormal, genau dann wenn

vi-v; =0 firalled# j, und
v; -v; = 1 fiir alle 4.
Eine Orthonormalbasis von R™ ist eine Basis (vy,...,v,) des R™, die ortho-
normal ist. Entsprechend ist (v1,...,vx) eine Orthonormalbasis des Untervek-
torraums U C R™, wenn (vy,. .., vy) orthonormal und Basis von U ist.

_ Orthogonalitét impliziert lineare Unabhéngigkeit und macht damit auch die
Uberpriifung der Basiseigenschaft einfach:

Satz 16.8.2 Seien vy,...,vr € R™ und alle v; # 0.
(a) Ist (vi,...,vx) orthogonal, so ist (vy,...,v;) linear unabhingig.

(b) Ist (v1,...,vx) orthonormal, dann ist (v1,...,v) eine Orthonormalbasis
von U = span(vy,...,vg).
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Beweis. Sei (vy,...,v;) orthogonal und
aivy + -+ -+ apui = 0.
Wir bilden das Skalarprodukt mit v; und erhalten

(qv1 4+ -+ agvg) - v; =0
= a1v1 v e u v vy v =0
5 o —
v;

= Oéi|1}i|2 = O7

denn v; - v; = 0 fiir j # . Wegen v; # 0 ist |v;| # 0 und somit folgt o; = 0. Weil

i € {1,...,k} beliebig war, ist damit a; = --- = o = 0, d.h. (v1,...,vg) ist
linear unabhéngig. Teil (b) ist nun trivial, denn (vy,...,vy) ist per Definition
ein Erzeugendensystem von U = span(vy,...,v;) und linear unabhingig nach
(a). Also ist es eine Basis von U. O

Der néchste Satz besagt, dass sich fiir eine Orthonormalbasis die Koeffizi-
enten der Basisdarstellung einfach durch Skalarprodukte berechnen lassen. Bei
einer allgemeinen Basis ist dafiir in der Regel ein Gleichungssystem zu losen
(siche Beispiel 16.6.3(b)), was aufwéndiger ist.

Satz 16.8.3 Sei (vy,...,v;) eine Orthonormalbasis des Untervektorraums U C
R”™. Dann sind die Koeffizienten in der Basisdarstellung

T = Av1+ -+ AU (16.18)
von x € U gegeben durch
Beweis. Da (vy,...,vx) eine Basis von U ist, hat € U eine Basisdarstellung

(16.18) mit Koeffizienten \; € R. Durch bilden des Skalarprodukts von (16.18)
mit x; folgt

TV =AUV AU 0 AU, 0 = N
0 1 0

O

Beispiel 16.8.4 (a) Die Standardbasis (eq,. .., e,) des R™ ist eine Orthonor-
malbasis, denn es gilt offensichtlich e; - e; = 0 fiir 4 # j und |e;| = 1.

(b) Wir betrachten folgende Vektoren in R?:
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Wir rechnen nach, dass (vy,va,v3) orthonormal ist:

1 1 1
V]V = —(—=—— 1 —1 1-1-140-2)=0
v ) ) T |
() (s Lia—140)=0
V] - V3 = —(=——= — . = —
\f\f 0 ) Ve
) () (1+1-2)=0
Vo - Vg = . = — =
VAT I ) VB
Die Vektoren sind also paarweise orthogonal. Jetzt berechnen wir die
Lénge:
1 1 1 1
v =—||-1]|=—=V12+ 2402=—-vV2=1
ol = 5 o’ﬁ D
lvg] = — 1 ‘ L iFT5i=1
() = — = — =
RV Y ARG
1! 1
|vs] L ’ 7

Die Vektoren sind somit auch auf Lénge Eins normiert und daher ortho-
normal. Das System ist damit nach Satz 16.8.2(a) linear unabhéngig, und
es besteht aus drei Vektoren; aus dimR® = 3 folgt somit das (vy, v, v3)
eine Basis und daher eine Orthonormalbasis von R? ist.

Wir betrachten jetzt den Vektor

und berechnen seine Darstellung in der Orthonormalbasis (v1,v2,v3). Die
Koeffizienten sind nach (16.19)

)\121"’(}1:
)\QZLU'UQ:
)\3::10-1)3:

und somit gilt

3\ 1 (1 2
1] — -1 3-140)=-"==V2
i VA = )=
3

1 3+1+14 18 3.6
1)L Brlrl 18 364
7¢6) o V6 V6
3 1

1 1—
1] = u:_i__\/g
Jw\L) T T w

iE:\/§U1+3\/é’l)2—\/§U3.
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16.9 Orthonormalisierungsverfahren von Gram-
Schmidt

Mit dem Gram-Schmidt-Verfahren wird aus gegebenen Vektoren vq,...,v, €
R™ schrittweise ein Orthonormalsystem (uq, ..., u.,) berechnet.
Gram-Schmidt-Verfahren. Seien vq,...,v, € R™ gegeben. Berechne dann

rekursiv Vektoren u; wie folgt:

1. Start .
Uy = —U1
v

2. Rekursion Wurden uyq, ..., u schon berechnet, dann

U1 = Vg1 — (Vg1 - ur)ug — -+ — (Vg1 - up)ug (16.20)

1
U1 = = Uk+1 (vorausgesetzt Ggy1 # 0)
| k41l

Die so berechneten Vektoren ui, ..., u,, bilden dann ein Orthonormalsystem.
Beweis. Wir zeigen, dass (u1, ..., u;) orthonormal ist. Alle u; sind nach Kon-

struktion auf Eins normiert:
1 1
= — = 1 = ——|u = 1
|U1| ‘U1||v1‘ ) |uk+1‘ |ak+1| ‘uk+1|

Die Orthogonalitét folgt aus (16.20) dann schrittweise. Zunéchst ist

122 :’UQ—(’U2~U1)U1
= ﬂ2~u1zvg-ul—(vg-ul)ul-ulzo
1

= U U = Uz -u; =0

|tiz]

Ist die paarweise Orthogonalitédt dann schon fiir uy, ..., ug fiir ein k > 2 gezeigt,
sogilt fir 1 <j <k

fbk-_H'UjZ’U]H_l'u]‘—(?]k_H"U,l)U1'Uj—...—(vk+1'Uj)Uj'Uj—
T e
..-—(Uk+1-uk)uk.uj
——

0
= Uk41 - Uj — Vk41 - u; =0,

also auch ug41 - u; = 0, d.h. upy; ist ebenfalls orthogonal zu uy, ..., u;. Dies
wendet man nacheinander fiir k = 2,...,m — 1 an und erhélt so schlielich die
Orthogonalitidt von (u1,. .., Umn). O

Beachte: Damit das Gram-Schmidt-Verfahren bis zum letzten Vektor u,,, durch-
laufen kann, muss in jedem Rekursionsschritt @41 # 0 gelten. (Denn sonst



272 KAPITEL 16. ALLGEMEINE VEKTORRAUME

wiirde bei der Normierung durch Null geteilt!) Wenn in (16.20) der Fall @541 = 0
auftritt, so ist

Vg1 = (V1 - u)ur + - -+ (Vg1 - up)up.

Da wuq,...,ux € span(vy,...,vg) gilt (denn jedes u; entsteht durch Linear-
kombinationen aus den bis dahin benutzten Vektoren vs,...,v;), folgt dann
Vg1 € span(vy,...,vk), d.h. (v1,...,vk41) wire linear abhéngig. Wenn also
(v1,...,0m) linear unabhéngig ist, so gilt immer a1 # 0.

Andererseits kann man das Gram-Schmidt-Verfahren auch dann anwenden,
wenn die lineare Unabhiéingigkeit von (vi,...,v,,) nicht bekannt ist. Im Fall
Uk4+1 = 0 ldsst man dann den Vektor vy einfach weg und fahrt mit vy o fort.
Denn bei G441 = 0 gilt ja vg41 € span(ve, ..., vx) und damit

Span(vy, . .., Um) = SPaAn(V1, ..., Uk, Vg2 -« vy e vy Um)-

D.h. nach Weglassen von v, erzeugen die verbleibenden Vektoren v; (i # k)
immernoch denselben Untervektorraum. Nach Weglassen von wvy41 berechnet
man somit aus den Vektoren wvi,..., vk, Vkt2,...,0, €in Orthonormalsystem
Uty ...y Um—1 (d.h. ein Vektor weniger).

Wir bezeichnen jetzt die Vektoren, die nach dem eventuell nétigen Weglassen
einiger v; noch iibrig sind, wieder mit vy, ..., v,,. Im Gram-Schmidt-Verfahren
ist jetzt also immer @41 # 0. Dann gilt:

Satz 16.9.1 Ist im Gram-Schmidt-Verfahren g+ #0 (k=1,...,m —1), so

ist (v1,...,0m) linear unabhingig. (uy,..., Uy ) ist dann eine Orthonormalbasis
von U = span(vy, ..., 0m)-

Beweis. Wegen uq,...,un, € span(vi,...,vy) (siehe oben) ist (uq,...,um)
ein Orthonormalsystem in U, also insbesondere linear unabhéngig. Daher gilt
dimU > m. Andererseits ist vy,...,v, ein Erzeugendensystem von U, also
dimU < m. Daher ist dimU = m, und es folgt, dass (u1,...,u,,) eine Basis
von U ist. Weiter ist dann auch (vy,...,v,) Basis von U, also insbesondere
linear unabhéngig. O

Beispiel 16.9.2 Wir berechnen mit dem Gram-Schmidt-Verdahren ein Ortho-
normalsystem aus den Vektoren

1 1 1
vi= (1], wvw=|1], wvs=1] 0
1 2 -1

Im ersten Schritt wird v, auf Lénge Eins normiert:

1 1 (L
uy =

= —0V1 = —= 1
|U1| \/§ 1
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Jetzt berechnen wir 4y geméf (16.20) aus vy und dem schon berechneten w;:
) ( 1 1 n 1
Uy = vy — (Vg - u — S
2 2 2 - U1) \/?: . 73 .
2
1 1 1 5 9 1
=1 ]- —( 1 thli]=(3|=3(1
3 24 3
-1 —1 1 1 == -2
3
1
Durch Normierung erhalten wir daraus ug:
1

—_

2 2 1
sl = =v/1+1 =26 = = — g = —
o] = SVI+T+4=2V06 v == e |

Entsprechend berechnen wir jetzt us aus vs und uq, us:

U3 = v3 — (v3 up)ug — (
1 1 A 1 1
1 Ll—=({o]-11])[1
1 1) 6\ —9) \ 22
N——
3
1
2
1
= usz = 113:7 —].

Wir erhalten das Orthonormalsystem (ug, uz,us3). Da das Orthonormalsystem
aus 3 Vektoren besteht und dimR?® = 3 ist, folgt hier, dass (ug,us,us) eine
Orthonormalbasis von R? ist.

Eine abschliefende Bemerkung zu Orthonormalsystemen und -basen in an-
deren Vektorrdumen:

Bemerkung;:

(a) Man verwendet (gerade im Zusammenhang mit Orthonormalsystemen)
auch folgende Schreibweise fiir das Skalarprodukt:

(r,y)=x-y

(b) Im komplexen Vektorraum C™ kann man ebenfalls ein Skalarprodukt de-
finieren:

L1 hn
(x,y) =219 + -+ + 20T, fir z=| : |,y=|: | €C™

Tn Yn
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(Beachte die komplexe Konjugation bei den Komponenten von y im Pro-
dukt!) Dieses Skalarprodukt hat dann (im Wesentlichen) dieselben Eigen-
schaften wie das Skalarprodukt vom R"™, und Orthonormalsysteme und
-basen werden genauso definiert. Auch das Gram-Schmidt-Verfahren funk-
tioniert unverédndert.

Auch in anderen Vektorrdumen gibt es Skalarprodukte und damit wieder
Orthonormalsysteme und -basen sowie das Gram-Schmidt-Verfahren. Ein
Beispiel ist das Skalarprodukt in den Vektorrdumen der komplexwertigen
Funktionen f : R — C beziehungsweise f : R* — C. (Das Skalarprodukt
wird in diesem Fall iiber ein Integral definiert!) Orthonormalsystem von
solchen Funktionen spielen eine wichtige Rolle bei Fourierreihen (Thema
in Mathematik C) und in der Quantenmechanik.



Kapitel 17

Der Rang einer Matrix

Der Rang spielt bei der Losung des linearen Gleichungssystems Az = b eine
sehr wichtige Rolle; er bestimmt zum Beispiel die Anzahl freier Parameter der
Losung. Tatséichlich ist der Rang eine Eigenschaft der Matrix A selbst.

17.1 Zeilenrang und Spaltenrang

Um zu sehen, dass der Rang eine wohldefinierte Eigenschaft der Matrix selbst
ist, betrachten wir zunéchst den Zeilen- und Spaltenrang. Wir werden dann
sehen, dass beide gleich sind.

Definition 17.1.1 Fiir eine Matrix A € K™*" ist der

e Spaltenrang die maximale Anzahl linear unabhingiger Spaltenvektoren
von A;

e Zeilenrang die maximale Anzahl linear unabhingiger Zeilenvektoren.

Anders gesagt: Sind si,...,s, die Spaltenvektoren von A und z1,...,z, die
Zeilenvektoren, dann gilt

Spaltenrang = dimspan(sy,..., s,)

Zeilenrang = dimspan(zy, ..., 2m)
(denn dimspan(sy, ..., sy) ist die maximale Anzahl linear unabhéngiger Vekto-
ren von Sy, ..., Sy, vergleiche Satz 16.6.9.)

Satz 17.1.2 Zeilen- und Spaltenrang bleiben bei elementaren Zeilenumformun-
gen gleich.

Beweis.

(a) span(zy,...,zn) bleibt bei Zeilenumformungen gleich: Das ist klar fiir das
Vertauschen zweier Zeilen, und fiir die Multiplikation von z; mit « # 0,
also z; — az;, folgt das aus Satz 16.4.3(a). Fiir die Addition des Vielfachen
einer Zeile zu einer anderen, z; — 2z = z; + az;, gilt nach Satz 16.4.3(b):

SPAN(21, -+« Ziy e vy Zm) = SPAN(21, -+« Ziy 20y - ey Zm)

=span(21, ..., 20y .oy Zm)
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da z{ € span(z1,...,2y,) und z; = 2] — az; € span(z1,..., 2, ..., Zm).
(b) Seien sj,,...,s;, einige der Spalten von A, und sei A’ die m x k-Matrix
mit genau diesen Spalten. (s;,,...,s;, ) ist damit linear unabhéngig, genau

dann wenn A’a = 0 nur die triviale Lésung o = 0 hat. Zeilenumformun-
gen von A entsprechen nun Zeilenumformungen von A’, und dabei #ndert
sich die Losungsmenge von A’a = 0 nicht. Somit bleibt der Spaltenrang
unveréndert.

O

Folgerung 17.1.3 Sei A € K™*™. Dann sind Zeilenrang und Spaltenrang von
A gleich, und gleich dem Rang bei Umformung von A auf Zeilen-Stufenform.

Beweis. Bei der Umformung auf Zeilen-Stufenform bleibt nach dem letzten Satz
Zeilen- und Spaltenrang unverédndert. In der Zeilen-Stufenform ist aber offenbar
der Zeilen- und der Spaltenrang gleich r, der Anzahl der Zeilen ungleich Null,
also dem Rang der Zeilen-Stufenform, siehe (6.4). O

Definition 17.1.4 Fiir A € K™*" heifit
Rang A = Zeilenrang von A = Spaltenrang von A

der Rang der Matrix A.

Folgerung 17.1.5 Fiir A € K™*" gilt:
(a) Rang A < m und Rang A <n
(b) Rang A = Rang A"

(¢) Der Rang bleibt bei elementaren Spaltenumformungen unverdindert, also
bei

e Addition des Vielfachen einer Spalte zu einer anderen
o Multiplikation einer Spalte mit einer Zahl o # 0

o Vertauschen von Spalten
Beweis. Fiir (a) ist zum Beispiel
Rang A = Zeilenrang = dim span(z1, ..., zm) < m.

(b) und (c) folgen daraus, dass die Spalten von A gleich den Zeilen von AT sind.
O

Beispiel 17.1.6 (a) Fiir die Matrix

—_

W N =
»—ww'

ist Rang A = 2, denn offenbar sind die Spalten von A linear unabhéngig,
d.h. der Spaltenrang ist 2.
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(b) Wir berechnen den Rang von

1 1 2 0
A=12 1 3 -1 (17.1)
-1 3 2 4
durch Umformung auf Zeilen-Stufenform:
1 1 2 0 1 1 2 0
2 1 3 -1]-21< (0 -1 -1 -1
-1 3 2 4 +I 0 4 4 4 ) +4I1
1 1 2 0
s |0 -1 -1 -1
0 0 0 0

Somit ist Rang A = 2.

17.2 Der Rangsatz

Die Aussage des Rangsatzes hatten wir schon in der Bemerkung auf Seite 266,
Teil (d), Gleichung (16.17). Wir konnen es aber erst jetzt mit dem Begriff des
Rangs der Matrix wirklich schon formulieren:

Satz 17.2.1 (Rangsatz) Fir A € K™*™ gilt
Rang A 4+ dimKern A = n. (17.2)

Der Rangsatz fasst sehr gut die Struktur der Losung des homogenen Glei-
chungssystems Az = 0 zusammen mit den Begriffen von Rang, Dimension und
Kern. Beachte nochmal:

e Rang A ist gleich dem Rang r in der Zeilen-Stufenform von A.
e Kern A ist der Losungsraum des homogenen Gleichungssystems Ax = 0.

e dim Kern A ist gleich der Anzahl Basisvektoren uy, . .., u; von Kern A, also
gleich der Anzahl der freien Parameter Aq,..., \g.

e Die allgemeine Losung in Kern A ist
T =AUy + -+ Apug
und es gilt k =n —r, also

dimKernA =n —RangA < RangA+ dimKern A =n.

Beispiel 17.2.2 Fiir die Matrix des letzten Beispiels A € R3** aus (17.1)
hatten wir Rang A = 2 berechnet. Somit ist nach dem Rangsatz

dimKern A =n—Rang A =4 -2 =2,

und das ist die Anzahl der freien Parameter bei der Losung von Ax = 0.
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