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Kapitel 1

Rekursion, Induktion,
binomischer Satz

Hinweis: In den alten Mathematik A&B Skripten finden sie den Stoff dieses
Kapitels im Skript Mathematik A, Kapitel 1.3, 1.4.

1.1 Rekursion

Wir beginnen in diesem Kapitel mit der Untersuchung von unendlichen Folgen
von Zahlen, kurz Folgen. ,Unendliche Folge“ bedeutet hier, dass es eine Fol-
ge von unendlichen vielen Zahlen ist. Wie kann eine solche Folge von Zahlen
eindeutig durch eine mathematische Formel beschrieben werden? Man kann ja
schlecht alle — also unendlich viele — Zahlen aufschreiben ...

Betrachten wir als erstes Beispiel diese Folge:

1,2, 4,8, 16, 32,...

Durch die Punkte ist angedeutet, dass die Folge ,,immer weiter geht*, also kein
Ende hat; und hier ist auch klar, wie die néchsten Zahlen aussehen: 64, 128, ...
Aber wie kann man diese Folge nun mathematisch exakt, und vorallem kurz
beschreiben? Wir haben zwei prinzipielle Moglichkeiten:

1. Zweierpotenzen
a, =2", neN.

(Erinnerung: N = {0,1,2,...} bezeichnet die Menge der natiirlichen Zah-
len mit Null.)

Mit dieser Formel erhalten wir offenbar unsere Folge, denn

a=2"=1, a1 =2'=2, ay=22=4, a3=2>=8,...

Beachte: Die erste Zahl der Folge wird mit ag bezeichnet. Die Folge
beginnt also eigentlich mit der ,nullten® Zahl, was in der Mathematik
aber nicht ungewdhnlich ist. Hier ergibt es sich ganz automatisch, weil
unsere Folge mit 1 = 2° anfiingt, also mit 2" mit n = 0.

7
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2. ,mal 2 rechnen“

a0:1

an+1 = 2a, firjedes neN

Hier geben wir also zuerst das erste (bzw. nullte) Folgenglied explizit an
(ap = 1), und sagen dann, wie man von einem Folgenglied a,, zum néchsten
Folgenglied a,,41 kommt: man rechnet ,mal zwei“, also a,+1 = 2-a, = 2ay,.
Hiermit erhélt man dann tatséichlich nacheinander alle Zahlen aus der
Folge:

a1:a0+1:2a0:2~1:2,

a2:a1+1:2a1:2-2:4,...

Diese beiden Moglichkeiten zur Definition einer Folge haben spezielle Namen:

o cxplizite Definition: a, =2", neN

e rekursive Definition:

ap =1 Startwert

p+1 = 2a,, neN Rekursionsschritt

Der Name ,explizite Definition“ deutet an, dass man fiir jedes n Zahl a,, der
Folge direkt, in einem Schritt ausrechnen kann. ,,Rekursion“ bzw. ,,rekursiv® be-
deutet, aus einer Zahl mit immer derselben Formel nach und nach die folgenden
Zahlen auszurechnen. Bei der rekursiven Definition sagt man statt ,, Rekursions-
schritt* auch kurz ,Rekursion“ oder ,,Schritt von n nach n + 1.

Beachte: Bei einer rekursiven Definition sind beide Teile wichtig, der Startwert
und der Rekursionsschritt. Ohne den Startwert weil man nicht, mit welcher
Zahl man im ersten Rekursionsschritt beginnen soll. Und mit einem anderen
Startwert erhélt man offenbar ganz andere Zahlen in der Folge!

Wir betrachten ein paar weitere Beispiele fiir Folgen oder mathematische

Ausdriicke, die man rekursiv definieren kann.

Beispiel 1.1.1 (a) Rekursive Definition von Potenzen z™

2 =1 Startwert

T =z" -z Rekursion

(Beachte: fiir jede reelle Zahl z € R gilt 2° = 1)

Eine andere mogliche Definition von 2™ wire

" =xz-x-... T
—

n-mal

Hierbei ist aber nicht wirklich klar, was die Formel fiir n = 0 bedeuten
soll.
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(b)

Fakultat n!
Die Fakultdt einer Zahl n ist definiert durch

nl=1-2-3-...-n fir neN" (1.1)

Hier ist N* = {1,2,3...} die Menge der natiirlichen Zahlen ohne Null,
also n > 1.

Die rekursive Definition der Fakultat ist

=1 (Start)
(n+1)!'=n!(n+1) (Rekursion)

AuBlerdem definiert man die Fakultit auch noch fiir n = 0, ndmlich
0l'=1.

Das ergibt dann folgende erste Werte fiir die Fakultét:

n|0[1]2|3]4] 5| 6
nl [1]1]2]6]24]120 720

Die Tabellenwerte kann mit der Rekursionsformel einfach berechnen, z.B.
=2+ =2l-(2+1)=2!-3=2-3=6,
41 =3-4=6-4=24,
U.8.W.

Man sieht auch, dass die Werte von n! sehr schnell wachsen.

Beachten Sie, dass man den Wert 0! = 1 nicht aus der Formel (1.1) er-
halten kann, es ist eine zusétzliche Definition! In die rekursive Definition
kann man 0! = 1 jedoch einbauen, wenn man einfach 0! = 1 als Startwert
nimmt, denn die Rekursionsformel funktioniert auch fiir n = 0:

N=0+1)=0-1=1-1=1
(sieht man auch in der Tabelle)
Fibonacci-Zahlen
Die Fibonacci-Zahlen sind rekursiv definiert durch

ag=a; =1 (Start)

e | (Rekursion)

Der Rekursionsstart besteht hier also aus zwei Startwerten, der Rekursi-
onsschritt benutzt auch den vorletzten Wert a,,_1. Die ersten Fibonacci-
Zahlen sind

Beachten Sie wieder, wie sich die Tabelle aus der rekursiven Definition
ergibt: fiir n = 0 und n = 1 hat man jeweils den Startwert 1, und die
folgenden Werte berechnet man aus der Rekursionsformel a,11 = a, +
ap-1:14+1=2,142=3,243 =25, us.w.

[ 6]7]8
|13 |21 | 34

n|0[1][2]3]4]5
an [1]1]2[3]5]8
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1.2 Summen und Produkte

Zur Vereinfachung der Schreibweise gibt es das Summen- und Produktzeichen:

Zak:am+am+1+am+2+...+an (n>m) (1.2)
k=m
Hak:am-am+1-am+2-...~an (1.3)
k=m

Es steht fiir die Summe bzw. das Produkt der Zahlen a,, bis a,. Dabei ist das
ar, hinter dem Summen- und Produktzeichen ) und [] meistens eine Formel,
in der die Variable k& vorkommt. Und iiber und unter dem Summen- oder Pro-
duktzeichen steht dann, im welchem Bereich k ,,lauft“. In (1.2) und (1.3) ist das
von k = m bis k = n, d.h. man setzt in Summe bzw. Produkt nacheinander fiir
k die Werte m, m+ 1, m + 2, ...bis n ein.

Beispiel 1.2.1 (a) Wir schreiben die Summe der ersten Quadratzahlen von
12 bis n? mit dem Summenzeichen:

Zk2:12+22+32+...+n2
k=1

(b) Mit dem Produktzeichen kann man die Fakultéit n!, also das Produkt der
ersten n natiirlichen Zahlen auch so schreiben:

n
:szy23-”m=m
k=1

(¢) Oder die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen:

n

dk=14243+...+n
k=1

(d) Hier fingt die Summe mal nicht mit k£ = 1 an:
)3 LI S S O
—k+1l 56 7 8

Mit dem Summenzeichen koénnen wir also z.B. die Summe der ersten n
natiirlichen Zahlen sehr schon kurz als Y, _; k schreiben. Wenn wir aber diese
Summe tatsichlich berechnen wollen, hilft uns das noch nicht weiter. Eine kurze
Formel zur Berechnung der Summe der ersten natiirlichen Zahlen bekommt man
mit dem sogenannten Trick von Gauf:

Wir schreiben die Summe Y _;_, k zweimal untereinander, beim zweiten mal
anders herum von n runter bis 1, und addieren dann die iibereinander stehenden
Zahlen:

2. k = 1 +2 +3 + ... +n-1 +n
k=1 +n +n—-1 +n—2 + ... +2 +1
= n+1 +n+1 4+n+1 +... +n+1 4+n—+1

= n(n+1)
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Im letzten Schritt wurde benutzt, dass man in jeder Spalte als Summe n + 1
bekommt und man insgesamt n solche Spalten hat, ndmlich jeweils eine Spalte
fiir jede der Zahlen 1 bis n. Insgesamt also n mal n+ 1. Wenn wir jetzt die ganze
Gleichung noch durch 2 teilen, bekommen wir als Ergebnis

" _n(n+1)
kz::lk_ — (1.4)

oder, wenn man die Summe links wieder lang ausschreibt,

n(n—l—l).

1+24+... =
+2+...+n 5

Fiir Summen gelten folgende allgemeine Rechenregeln:

n n
Z ap = Z a; (1.5)
k=m i=m

l
Xn:ak:Zak—F z”: arp wobei m<I<n (1.6)
k=m

k=m k=Il+1
n n+j
E Ak1j = E ag (1.7)
k=m k=m+j

Gleichung (1.5) bedeutet, dass man den Index k der Summation beliebig umbe-
nennen kann, z.B. hier i. In (1.6) wurde die Summe einfach in einen ersten Teil
von m bis [ und einen zweiten Teil (den Rest) von [ + 1 bis n aufgeteilt. (1.7)
nennt man auch Index-Verschiebung oder -Shift. Dass diese letzte Gleichung
richtig ist, sieht man wenn man einfach die unteren und oberen Grenzen fiir k
auf beiden Seiten einsetzt. Z.B. ist der erste Summand auf der linken Seite fiir
k =m gleich ap,4; (k= m in aj; einsetzen!) und auch rechts erhdlt man a,,4;
(ar mit k =m + j).
Die Summe Y_;_  a; kann man rekursiv definieren:

m
Zak:am Start n =m
k=m
n+1 n
Z ax = ( ak) + Gpt1 Schritt von n nach n + 1
k=m k=m

Bei Produkten geht es entsprechend.

1.3 Permutationen

Eine Anordnung einer (endlichen) Menge von Zahlen in einer bestimmten Rei-
henfolge heifit Permutation. Schreibweise:

(a1,a2,...,a,)

d.h. man schreibt die Zahlen in der gewéhlten Reihenfolge in runde Klammern.
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Beachte:
e Menge {a,b, c}: Reihenfolge egal
e Permutation (a, b, c): Reihenfolge festgelegt
Beispiel 1.3.1 (a) Die Menge A = {1,2} hat die beiden Permutationen

(1,2) und (2,1).

(b) Zwei Permutationen von A = {1,2, 3,4} sind (z.B.):

(1,2,3,4) und (2,4,3,1)

1.4 Prinzip der vollstindigen Induktion

Vollstindige Induktion ist ein Prinzip, um zu beweisen, dass eine bestimmte
Aussage oder Formel fiir jede natiirliche Zahl n richtig, also wahr ist. Es funk-
tioniert so:

Prinzip der vollstindigen Induktion. Man hat eine Aussage (oder Formel)
A(n), die von der natiirlichen Zahl n € N abhéngt. Wenn man weif3,

I. A(0) ist wahr, (IA)
II. wenn A(n) wahr ist, dann ist auch A(n + 1) wahr, (IS)
dann folgt:

A(n) ist wahr fiir jedes n € N.

Man nennt I. auch Induktionsanfang (IA) und II. Induktionsschritt (IS) von
n auf n+ 1. Wichtig ist zu verstehen, dass beim Induktionsschritt nicht voraus-
gesetzt oder bewiesen wird, dass A(n) wahr ist; und auch nicht, dass A(n + 1)
unbedingt wahr ist. Es wird nur eine Wenn-Dann Aussage gezeigt, also eine Im-
plikation (=, ,,daraus folgt“): immer wenn A(n) wahr ist, dann ist auch A(n+1)
wahr; oder kurz: A(n) = A(n+1).

Man kann sich das sehr schén durch Dominosteine veranschaulichen: A(n)
bedeutet, dass der n. Stein umféllt. Der Induktionsschritt (IS) sagt also aus:
wenn der n. Stein umfillt, dann fillt auch der nichste Stein, der n + 1. Stein,
um. Damit allein ist noch nicht ausgesagt, dass der n. oder der n + 1. Stein
jemals umfallt. Erst (IA), der Induktionsanfang, setzt alles in Gang: (IA) heifit
A(0) ist wahr, also der 0. Stein fillt um. Dann kommt (IS) (fiir n = 0): Wenn der
0. Stein umfillt, dann auch der 1. Stein. Da der 0. Stein wegen (IA) tatsédchlich
umgefallen ist, féllt also auch der 1. Stein. Jetzt kommt (IS) fiir n = 1: Weil
der 1. Stein umgefallen ist, fallt auch der 2. Stein, u.s.w. Es fallen alle Steine
um, d.h. die Aussage A(n) ist fiir alle n € N wahr. Mathematisch kann man das
alles so aufschreiben:

(IA) = A(0)ist wahr <2 A(1) ist wahr

&) A(2) ist wahr &)
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Variante: Die Induktion kann statt mit n = 0 auch erst spéter bei einer Zahl
ng € N starten. Der Induktionsanfang (IA) lautet dann ,,A(ng) ist wahr. Die
vollsténdige Induktion liefert in diesem Fall als Ergebnis, dass A(n) wahr ist fir
alle n > ng.

Wir schauen uns jetzt zwei Beweise mit vollstandiger Induktion an:

Beispiel 1.4.1 Wir zeigen, dass die Anzahl Permutationen einer Menge aus n
Elementen gleich n! ist. (Hierbei ist n > 1.) Die Aussage A(n) ist dann:

A(n): jede Menge M mit n Elementen hat n! Permutationen

Beweis. I. Induktionsanfang n = 1:
Eine Menge aus einem Element M = {a} hat genaue eine Permutation, némlich
(a). Also M hat 1 = 1! Permutationen. Also ist die Aussage fiir n = 1 wahr,
d.h. A(1) ist wahr.

II. Induktionsschritt von n auf n + 1:
Wir wollen zeigen:

wenn A(n) wahr ist, dann ist auch A(n + 1) wahr.

Nehmen wir also an, A(n) wire fiir eine Zahl n > 1 wahr. (Dies nennt man
auch Induktionsannahme.) Um jetzt A(n 4+ 1) zu zeigen, betrachten wir eine
Menge mit n + 1 Elementen M = {a1,...,a,+1}. Wir wihlen ein a; € M und
zéhlen alle Permutationen von M mit a; am Anfang. Das sind Permutationen
der Form (aj,*,...,%) wobei (%,...,%*) irgendeine Permutation der restlichen
Elemente ist, also der Menge M \ {a;}. Diese Menge M \ {a;} hat n Elemente
(denn M hat n+1). Nach der Induktionsannahme A(n) wissen wir nun, dass es
n! Permutationen von M \ {a;} gibt. Also gibt es auch genau n! Permutationen
von M mit a; am Anfang. Weil a; irgendein Element aus M sein kann, haben
wir n+41 Moglichkeiten, a; zu wéhlen, und zu jeder dieser Wahlen gibt es immer
n! Permutationen. Also hat M insgesamt (n + 1) - n! = (n + 1)! Permutationen,
d.h. A(n+ 1) ist wahr.

Damit haben wir auch den Induktionsschritt A(n) = A(n + 1) gezeigt. Mit
vollstéandiger Induktution folgt nun aus I. und II.; dass A(n) wahr ist fiir alle
n>1. o

Beispiel 1.4.2 Wir wollen mit vollstdndiger Induktion folgende Formel fiir alle
n > 1 zeigen:

~ n(n+1)2n+1)
A(n) : K =
w oy :
k=1
Beweis. I. Induktionsanfang n = 1:
Wir rechnen nacheinander die linke und rechte Seite der Formel fiir n = 1 aus.

Links ergibt das
1

YK =1=1
k=1
und rechts
11+41)(2-1+41) 2-3

6 6
Also sind beide Seiten bei n =1 gleich, und damit ist A(1) wahr.

1.



14 KAPITEL 1. REKURSION, INDUKTION, BINOMISCHER SATZ

II. Induktionsschritt n — n + 1:
Unsere Induktionsannahme ist wieder, dass die Formel A(n) fiir ein n € N wahr
ist, und wir wollen zeigen, dass dann auch A(n + 1) wahr ist. D.h. wir wollen
die Formel fiir n + 1 herleiten. Wir fangen wieder auf der linken Seite an:

n+1 n
SR =) K+ (n+1)
k=1 k=1

Ay nln £ D@D

= (”‘gl)(n(gw 1) +6(n+1)) = "%1(2712 +7n +6).

Das A(n) iiber dem zweiten Gleicheitszeichen deutet an, dass wir an dieser
Stelle die Induktionsanahme A(n) verwendet haben. Jetzt berechnen wir die
rechte Seite fiir n + 1 und ersetzen dafiir rechts in der Formel von A(n) jedes n
durch n + 1:

n+1D(n+2)2n+1)+1) n+1

G =5 (n+2)(2n+ 3)
1
:n—é- (2n% + Tn + 6).

Linke und rechte Seite sind also gleich, d.h. es folgt

n+1

Z B2 (n+1)(n+2)(2n + 3)
k=1 6
und damit ist A(n + 1) wahr. O

1.5 Binomialkoeffizienten

Fiir natiirliche Zahlen n,k € N mit & < n ist der Binomialkoeffizient (Z) defi-

niert durch die Formel '
n n!
= ——— 1.
<k:) El(n — k)! (1.8)

Fiir (Z) sagt man auch ,,n iiber k“. Wenn wir die Fakultdten in der Definition
ausschreiben, kénnen wir einige Terme wegkiirzen und bekommen damit eine
andere Formel fiir den Binomialkoeffizient:

n n-(n—1)-...-3-2-1 n-(n—1)-...-(n—k+1)
<k>kz!~1-2-3~...-(n—k¢) k!

Zur Veranschaulichung machen wir das auch mit konkreten Zahlen, z.B.:

6 6! 1-2-3-4-5-6 56
= = =—=5-3=15.
<2) 20-4! 1-2-1-2-3-4  1-2
Wir sehen, dass wir den Nenner hier sogar komplett wegkiirzen kénnen, dass
also der Binomialkoeffizient eine ganze Zahl ergibt (und keinen Bruch). Das ist
tatséchlich immer so, wie wir spéter sehen werden.

Wir notieren einige Eigenschaften von (:)
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e Spezielle Werte:

<g> ) 0'(’:{0)' B %: -t <Tll) - 1!(nni Dl (n 7i!1)! -

e Symmetrie:

<n . k:) T (n— zf)!(nni n—k)!  (n —nzi)!k;! B (Z)

Zum Beisiel ist (g) = (2) denn (g) = (632) = (Z). Genauso gilt

e Rekursionsformel: : ) .
(k> " (k + 1> - <k: + 1> (1.9)

(Z) * <kj—1> - k!(nni PIRRCE 1)!(nni &+ 1))

n! n!
M=k rrDl(n—k—1)

denn:

B n! 1 L 1
S kn—k-1)! \n—k Ek+1

B n! k+1+n—k

T kn—k-1)! (n—k)(k+1)

_ n! n+1
Kn—k—1)! (n—k)(k+1)

B (n+1)!

T (k+D)!(n—k)

_(n+1
S \k+1
Man kann die Binomialkoeffizienten sehr schon im Pascalschen Dreieck dar-
stellen:
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Wir schreiben das Pascalsche Dreieck nochmal auf, jetzt aber mit den Binomi-

alkoeffizienten (:) nur am Rand.

n = 0: 1 (2)
n=1 1 1 (1)
D
n=2 1 2 1 )
S )
n=3 1 3 3 1 )
@ S3) @

n=4 1 4 6 4 1 ()
u.S.W.

Hier erkennt man jetzt das Bildungsgesetz des Pascalschen Dreiecks: In jeder
neuen Zeile kommt eine weitere Zahl hinzu, wobei links und rechts am Rand
immer FEinsen stehen. Die Zahlen im Inneren des Dreiecks erhélt man durch
Addition der beiden Zahlen links und rechts dariiber, was hier durch das &
Symbol angedeutet ist.

Im Pascalschen Dreieck tauchen die Eigenschaften von (Z) wieder auf, die
wir weiter oben schon gesehen hatten:

e Rand: (g) = (Z) =1, am Rand steht immer eine Eins.

e Symmetrie: (:) = (nzk), z.B. (‘11) = (é) Das Dreieck ist spiegelsymme-
trisch zur Mittelachse des Dreiecks.

o Rekursionsformel (1.9): z.B. (3) + (3) = (3). Das ist genau die ©-Addition
im Inneren des Dreiecks.

Hier kann man jetzt auch sehen, dass jeder Binomialkoeffizient (Z) stets eine

ganze Zahl ergibt, dass sich also in (1.8) der Nenner letztlich immer komplett
wegkiirzt: Denn das Pascalschen Dreieck entsteht ja vollstéindig durch Hin-
zufiigen von Einsen am Rand und Addition im Inneren, es kénnen also nie
Briiche entstehen.

1.6 Der allgemeine binomische Satz

Der allgemeine binomische Satz ist eine Verallgemeinerung der bekannten 1. bi-
nomischen Formel

(a+b)* =a* +2ab+b?

auf Exponenten grofler als 2.

Satz 1.6.1 (allgemeiner binomischer Satz) Fiir alle n € N und a,b € R
gilt

(a+b)" = zn: (Z)a"_kbk. (1.10)

k=0
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Wenn wir die Summe in (1.10) lang ausschreiben lautet der binomische Satz

n __ n n n n—1 n n—212 n n—1 n n
(a+0) —(0>a +<1>a b+(2>a b + +(n_1)ab +<n>b.

Rechnen wir nach, was der binomische Satz fiir n = 2 und n = 3 ergibt:

(a+b)? 52 < ) a2 kpk = (2> a’® + (2> a> b+ <2) b?
0 1 2
=0 ~—~ ~—~ ~—~

1 2 1
=a?+2ab+b?

Das ist (wie erwartet) die 1. binomische Formel (a + b)? = a? + 2ab + b%. Fiir
n = 3 erhalten wir

3
; 3 3 3 3 3
3 _ 3—kpk _ 3 2 2 3
(a+b) kzo<k>a b <O>a +<1>ab+<2>ab +(3>b
= ~—— —— ~—— ~——

1 3 3 1
= a® 4 3a%b + 3ab? + b3.

Man beachte, dass man die Binomialkoeffizienten in der Formel direkt aus der
entsprechenden Zeile des Pascalschen Dreiecks ablesen kann! Fiir (a + b)2, also
n =2, ist das 1,2,1 und damit 1la® + 2ab + 1b2. Fiir n = 3 ist es 1,3, 3, 1, also
1a® + 3a2b + 3ab? + 1b3.

Warum ist die Formel fiir (a +b)? richtig? Wir kénnten das so nachrechnen:

(a+b)* = (a+0b)*(a+b)
= (a* + 2ab + b*)(a +b)
=a® + 2a%b + ab® + a*b + 2ab* + V*
=a® + 3a%b + 3ab® + b3
Genauso konnten wir auch (a + b)* ausrechnen, indem wir etwa (a + b)2(a + b)?
ausmultiplizieren, oder (a + b)3(a + b), wobei wir fiir (a + b)* das Ergebnis von

eben verwenden. Es ist aber klar, dass das ziemlich aufwéndig ist und man leicht
Fehler beim Rechnen machen kann.

Merke: Es ist viel einfacher, schneller und sicherer, wenn man den allgemeinen
binomischen Satz (1.10) benutzt!

Noch wissen wir nicht, warum die Formel (1.10) des allgemeinen binomischen
Satzes fiir jedes n € N richtig ist. Wir haben das nur fiir n = 2 und n = 3 iiber-

priift. Zum Abschluss beweisen wir deshalb jetzt den binomischen Satz 1.6.1.
Das ist nochmal ein Beispiel fiir einen Beweis mit vollstdndiger Induktion.

An): (a+d)" Z() a™~kpk necN

Beweis Satz 1.6.1. Die Aussage A(n), die wir zeigen wollen, ist Formel (1.10).
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I. Induktionsanfang n = 0:
Wir rechnen nach, dass A(0) wahr ist, dass also die allgemeine binomische For-
mel (1.10) fiir n = 0 richtig ist:

ZO: (2) a® b = (8) a’h” = (8) —1=(a+b).

k=0

II. Induktionsschritt n — n + 1:
Induktionsannahme: A(n) ist wahr, d.h. (1.10) gilt fiir n. Wir rechnen nun die
Formel fiir n 4+ 1 nach:

(a+b)"t" = (a+0b)"(a+Db)

G Qe (e Qe
(g) a4 (T) ab+ <Z> a4 (Z) ab”
+ <g)a”b+ <?>a”1b2 + (Z)a”2b3 +o (Z) bt
g (@ N (g))anm ((;‘) . (’f))an—lbz
PR ((Z) + (nn 1))@” + ot

1 1
=a"t 4 (n—li_ )a”b—i— <n—2&— )a"_162

1
++<TL+ >abn+bn+1
n

n+1
Z n+1 GnH1—kpk
k

k=0

Im vorletzten Schritt wurde die Rekursionsformel (1.9) fiir Binomialkoeffizienten
angewandt. A(n + 1) ist damit gezeigt und der Induktionsbeweis komplett. O



Kapitel 2

Folgen und Grenzwerte

In diesem Kapitel untersuchen und berechnen wir Grenzwerte von Zahlenfolgen.
Grenzwerte sind wichtig fiir die folgenden Kapitel und {iberhaupt fiir grofie Teile
der ganzen Mathematik (was wir in Mathematik A auch schon teilweise gesehen
haben).

Hinweis: In den alten Mathematik A&B Skripten finden sie den Stoff dieses
Kapitels im Skript Mathematik B, Kapitel 1.

2.1 Zahlenfolgen

Wie schon im ersten Kapitel betrachten wir wieder Zahlenfolgen. Zunéichst etwas
zur Schreibweise.
Eine Folge ist eine unendliche Folge reeller Zahlen

ag, a1, a9, as, . .. (an € R)

Um eine Folge als Ganzes zu bezeichnen, schreibt man sie in runde Klammern
und gibt dabei meistens nur das allgemeine Folgenglied a,, an:

(an)nE]N = (CL07CL17CL27CL37 .- ) = (an)nZO

Der Index n € N bzw. n > 0 unten an der schlieBenden Klammer gibt dabei
den Bereich an, in dem n ,14uft“. Die Folge kann auch erst mit a,,, statt mit ag
beginnen; man schreibt dann (a,)n>n,, 2.B.

(an)nZQ = (ag,ag,a4, .- )
Man kann auch einfach nur (a,) fiir die Folge schreiben, wenn klar ist, welche

n gemeint sind, oder wenn das keine Rolle spielt. Die Zahlen a,,, aus denen die
Folge (a,,) besteht, heilen Glieder der Folge.

Beispiel 2.1.1 (a) Die Folge mit den Folgengliedern a,, = n? fiir n > 0 sieht
S0 aus:

(an)nen = (n*)nen = (0%, 1%, 2% 3% ...) =(0,1,4,9,...)

19
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: . . 1.
(b) Die Folge mit den Gliedern a,, = - fiir n > 1:

)

(c) Die Folge mit a, = c fiir alle n € N (¢ € R konstant) heifit konstante
Folge:

)

N |

1
(an)nzl = (Iv

W =

(an)ne]N = (C7 c,C,.. )

Zur Veranschaulichung kann man Folgen graphisch darstellen, entweder in
einem Koordinatensystem oder auf dem Zahlenstrahl. Wir zeigen das fiir die
obigen drei Beispielfolgen:

(a) an = Tl2
an
91 .
] 4
71
6+
als Graph: 54
4+ °
34
91
1+ e
t t + } n
1 2 3 4
oder auf dem Zahlenstrahl:
apg ap as as
B Y G
0 1 4 9
(b) ap = %
an
1 °
Graph: 0.5 °
° o o
t t + } } n
1 2 3 4 5
Zahlenstrahl: M

PN
D=
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(c) ap=c
an
Graph: c e o o o
\ 1 2 3 4 "
ap a1 a2 ...
Zahlenstrahl: \V
: .
0 c

2.2 Grenzwerte

Eine Zahl a € R heifit Grenzwert der Folge (a,, ), wenn sich die Folgenglieder a,
bei wachsendem n ,,immer mehr und beliebig dicht“ an ¢ anndhern. In diesem
Fall schreibt man

lim a, =a

n—oo

oder auch
a, —a bel n— oo.

Das Symbol lim steht fiir Limes (lateinisch fiir Grenze), und fiir a,, — a sagt
man ,a, konvergiert (oder strebt) gegen a“.

Die obige Formulierung, dass die a,, sich ,immer mehr und beliebig dicht*
an a anndhern, ist mathematisch nicht exakt, gibt aber eine erste Anschauung
dafiir, was ein Grenzwert ist. Eine exakte Definition des Grenzwerts folgt im
nichsten Abschnitt.

Zunéchst schauen wir uns wieder unsere drei Beispielfolgen an und untersu-
chen sie auf Grenzwerte:

Beispiel 2.2.1 (a) a, = —, n > 1. Die ersten Folgenglieder sind

S|

111
n)n = ]-7 ,*,*,*,...)
(an)n21 ( 2'3°4°5

Man erkennt, dass die Glieder immer kleiner werden und sich dabei immer
mehr an 0 annéhern, je grofler n wird, z.B.

1
ajp=—=0.1, ayo =

1
10 70 = 0017 a1000 = 00017 e

10

Das sieht man auch bei der Darstellung auf dem Zahlenstrahl:

a
ayp “taz  az ay

e
0 1

NI
Wl
N[ =

10
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Da die Folgenglieder also ,,immer weiter gegen 0 streben“, hat die Folge
(an) den Grenzwert a = 0. Als Formel

1 1
lim — =0 oder — =0 fir n—> oo
n—oo N n
(b) a, = n?
Die Folgenglieder 0, 1, 4, 9, 16, ... wachsen immer schneller, und werden

dabei grofler als jede feste Zahl. Die Glieder néhern sich also bei wachsen-
dem n keiner festen Zahl a beliebig nah an. Damit hat die Folge (n?),en
keinen Grenzwert.

(¢) a, = ¢ konstant

Diese Folge hat den Grenzwert a = ¢, d.h. lim, . ¢ = ¢. Denn die Fol-
genglieder a,, kommen der Zahl a = ¢ beliebig nah; sie sind ja sogar gleich
c.

2.3 Exakte Definition des Grenzwertes
Wir schauen uns jetzt die mathematisch genaue Definition des Grenzwerts an.

Definition 2.3.1 Eine Zahl a € R ist Grenzwert der Folge (a,), wenn es zu
jedem € > 0 ein ng € IN gibt, so dass gilt

lan —al <e fiir alle n > ng. (2.1)
Die Folge (a,,) heiit konvergent wenn sie einen Grenzwert hat, sonst divergent.

Der Ausdruck |a,, — a| ist genau der Abstand von a,, zu a. Damit bedeutet
(2.1) also, dass ab dem Folgenglied a,, alle nachfolgenden Glieder a,, von a
einen Abstand kleiner als € haben. Graphisch sieht das dann so aus:

€ €
/—M/—H
] . [
] v L
Qo ay ag --- " Qng a  QApy+1 as

Ab a,, liegen alle a,, im Intervall zwischen den eckigen Klammern. Beachte:
¢ la,—al<e & a—ec<a,<a+e & ap€la—ega+¢|

e 1o héngt von ¢ ab. Typischerweise wird ny umso grofler, je kleiner € wird.

Anschaulich: bei kleinerem Intervall muss man linger warten, bis die Fol-
genglieder a,, im Intervall liegen.

Beispiel 2.3.2 (a) Betrachten wir die Folge

_ 2n
n = — 3
Einsetzen konkreter Zahlen fiir n liefert
2 1 4 5 20 200
ap=—-=—, Gy = a3 =1, as = L, a10 = cea, Q100 =

42 5’ 47 13’ 103
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Die Folge scheint sich also immer mehr an 2 anzunéhern, d.h. wir vermuten
als Grenzwert
a =2,

oder anders,

. 2n
lim =
n—oo 1 + 3

Diese Vermutung werden wir nun exakt mit der Definition 2.3.1 nachrech-
nen. Zuerst berechnen wir den Betrag in (2.1):

lan —a| =

n+3_ n+3 n+3 n+3

2
n 2‘_

2n2(n+3)‘

6‘ 6

Um die Definition zu iiberpriifen, miissen wir jetzt fiir ein gegebenes ¢ > 0

die Zahl ng bestimmen, so dass (2.1) gilt. Machen wir das z.B. fiir e =

indem wir unsere Werte fiir |a,, —a| und € in (2.1) einsetzen und umformen:

6 1
lap, —a|<e & n+3<ﬁ & 60<n+3
& n > 07

Wenn also n > 57 ist, dann ist |a, — a| < € = 5. Wenn wir jetzt ng = 58

wihlen, dann folgt aus n > ng dass n > 57 und damit ist (2.1) erfiillt. Bei

= ﬁ erhalten wir
| | 0 < < 600<n+3 < > 597
ap —al = —— < — n n ,
n+3 100

d.h. in diesem Fall muss man ng = 598 wihlen damit (2.1) erfiillt ist.!

Das sind aber nur einzelne Beispiel fiir e. Um die Definition des Grenzwerts
wirklich zu tiberpriifen muss gezeigt werden, dass man zu jedem € > 0 so
ein ng finden kann. Das bedeutet, wir miissen unsere Rechnung fiir ein
allgemeines € > 0 durchfiihren:

6
n+3

6 6
lan, —al = <g & -<n+3 & n>--3
€ €
Sei jetzt ng die kleinste natiirliche Zahl, die grofler als g — 3 ist, fur die
also

6
ng>——3
3

gilt. Dann gilt
6
n>nyg = n>--3 = l|a,—al<e
€

und damit (2.1). Damit haben wir zu jedem £ > ein ny gefunden und
Definition 2.3.1 ist {iberpriift. Somit haben wir bewiesen, dass a = 2 der
Grenzwert der Folge (a,,) ist, d.h.

. 2n
lim =

1Hier sieht man iibrigens sehr schén, wie bei kleineren e gréBere ng notig werden.
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(b)

KAPITEL 2. FOLGEN UND GRENZWERTE
Die konstante Folge a,, = ¢ hat den Grenzwert a = c.
Hier ist die Uberpriifung von Definition 2.3.1 ganz einfach, denn

|an, —al=|c—c| =0.

Daher gilt (2.1) automatisch fiir alle ¢ > 0 und n € N. Also kann man
(z.B.) immer ng = 0 wihlen.

2.4 Eigenschaften konvergenter Folgen

Hier sind einige grundlegende Eigenschaften konvergenter Folgen:

(i)

(iii)

(iv)

Die Folge (an)nen ist konvergent mit Grenzwert a genau dann, wenn die
Folge (a, — a)nen den Grenzwert 0 hat. Als Formel:

lim a, =a <= lim (a, —a)=0
n—oo n—oo

Eine Folge, die gegen Null konvergiert, nennt man auch Nullfolge. Man
kann also auch sagen: (an)nen konvergiert gegen a genau dann, wenn
(an — a)nen eine Nullfolge ist.

Dies kann bei der Grenzwertberechnung helfen, denn oft ist es einfacher
nachzurechnen, dass eine Folge gegen 0 konvergiert als gegen eine Zahl

a #0.

(an)nen ist eine Nullfolge genau dann, wenn die Folge der Betriige (|an|)nen
eine Nullfolge ist. Wieder als Formel:

lim a, =0 <= lim |a,|=0
n—oo n—oo

Anders gesagt: Bei der Frage, ob eine Folge eine Nullfolge ist oder nicht,
spielt nur der Betrag der Folgenglieder a,, eine Rolle, das Vorzeichen ist
egal.

Jede konvergente Folge (a,,) ist beschrinkt, d.h. es gibt eine Zahl M € R
so dass gilt
lan| < M fiir alle n € N.

Wegen |a,| < M & —M < a, < M bedeutet Beschrinktheit also, dass
die komplette Folge im Intervall [—M, M| liegt:

an € [-M,M] fir alle n € N.

Graphisch:

Jede konvergente Folge hat nur einen Grenzwert.
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Alle diese Eigenschaften ergeben sich direkt aus der Definition des Grenz-
werts, was wir hier kurz erlautern:

Die Definition besagt, dass |a,, — a| klein wird, wenn a Grenzwert ist. Bei
einer Nullfolgle (¢ = 0) muss also |a,| klein werden. Bei a # 0, wenn |a,, — a|
klein wird, kann man daher dquivalent sagen, dass (a,, —a) eine Nullfolge ist; das
ist Eigenschaft (i). Weil fiir eine Nullfolge der Betrag |a,| klein werden muss,
spielt das Vorzeichen von a,, dafiir keine Rolle; das ist die Aussage von (ii).

Eigenschaft (iii) sieht man so: Wir haben oben gesehen, dass bei einer kon-
vergenten Folge alle a,, ab dem Index ng im Intervall Ja —e, a+¢[ liegen. Anders
gesagt liegen nur endlich viele a,,, némlich hochstens die ersten von ag bis ap,—1,
auflerhalb des Intervalls. Weil nur endlich viele Folgenglieder auflerhalb liegen,
kann man das Intervall so vergréflern, dass nun alle a,, im Intervall liegen, das
Intervall aber immer noch beschriankt ist, d.h. eine endliche Linge hat. Also ist
die Folge beschrinkt.

Bei (iv) argumentiert man mit einem Widerspruch: Angenommen, eine kon-
vergente Folge hitte zwei verschiedene Grenzwerte a und b. Wegen a # b kann
man ein € > 0 finden, so dass die Intervalle I, = Ja—¢,a+¢[und I, = |b—e, b+¢]
sich nicht iiberschneiden?, man muss die Intervalle — also das € — nur klein genug
machen. Weil a Grenzwert der Folge ist, liegen nach der Definition unendlich
viele Folgenglieder (alle ab ng) im Intervall I, um a, und nur endlich viele au-
Berhalb von I,. Weil b aber auch Grenzwert sein soll, sagt hier die Definition,
dass unendlich viele Glieder im Intervall I, um b liegen und damit auflerhalb des
Intervalls I, (denn beide Intervalle schneiden sich nicht). Da wir gerade aber
gesagt haben, dass nur endlich viele Glieder aulerhalb von I, liegen, haben wir
einen Widerspruch. Daher ist die Annahme von zwei Grenzwerten falsch, d.h.
eine konvergente Folge kann nur einen Grenzwert haben.

Wir benutzen jetzt die Eigenschaften (i), (ii) und (iii), um die Konvergenz
bzw. Divergenz einiger Folgen zu begriinden.

Beispiel 2.4.1 (a) Wir betrachten die Folge

_3n—1 >0
=y '
Einsetzen grofler Zahlen fiir n liefert sofort die Vermutung, dass a = 3
der Grenzwert von (a,) ist. Wir benutzen jetzt (i) um das zu begriinden.
D.h. wir betrachten a,, — a und versuchen nachzurechnen, dass das eine
Nullfolge ist.
_3n—1 3_3n—1—3(n+2) -7

anp —a

n+2 n+2 n+2
WEeil der Zahler im letzten Bruch konstant gleich —7 ist, der Nenner n + 2
aber beliebig grofl wird, konvergiert der Bruch gegen Null,
-7
n+2

—0 bei n— oo,

d.h. (a, — a) ist eine Nullfolge. Aus (i) schlieen wir somit, dass a,, gegen

a konvergiert, also
. o dn—1
lim =3.
n—oo N+ 2

2Der Schnitt der Intervalle ist also leer, d.h. die Intervalle sind disjunkt.
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Noch eine Bemerkung zu diesem Beispiel: Um (i) benutzen zu kénnen,
mussten wir den Grenzwert a schon vorher wissen. (i) hilft also nicht wirk-
lich, einen noch unbekannten Grenzwert wirklich zu berechnen, sondern
,nur® um zu zeigen, dass a wirklich der Grenzwert ist.3

Jetzt betrachten wir

fir n>1.

Der Term (—1)™ erzeugt ein sogenanntes alternierendes, also abwechseln-
des, Vorzeichen:

(-)t=-1, (-1)?=1, (-1)*=-1, usw.

1 11 1
n)n = _1a a9 9’ 40  Eorccc )
(@n)nz1 < 2231 5 )

Das abwechselnde Vorzeichen bewirkt, dass die Folgenglieder abwechselnd
kleiner und grofler als Null sind, die Folge alterniert um Null:

Die Folge ist also

as Qe
ay az | | a4 a2
— % 5o 0600
-1 0 1

In der Abbildung sieht man, dass sich die Folgenglieder immer weiter an
Null annédhern, und man vermutet, dass Null der Grenzwert ist. Um das
zu zeigen, benutzen wir nun (i) und betrachten den Betrag |a,|:

_ ‘<—1>" R

=——=0 fir n— oo
n n n

Dass % gegen Null konvergiert haben wir schon in Beispiel 2.2.1 gesehen.

Wir haben also nachgerechnet, dass |a,| gegen Null konvergiert, also eine
Nullfolge ist, und damit ist nach (ii) auch a,, eine Nullfolge, d.h.

—_1)n

i "

n—oo N

=0.

Achtung!
Nur im Fall von Nullfolgen, also wenn der Grenzwert 0 ist, darf man zum
Betrag |ay,| iibergehen.

FEin Beispiel fiir eine divergente Folge ist a,, = 2". Der Anfang der Folge
lautet

(an)nen = (2°,21,23,24..)
=(1,2,4,8,16,32,...).
Offenbar ist diese Folge nicht beschrinkt (man sagt dann, sie ist unbe-
schrinkt). Aus Eigenschaft (iii) folgt somit, dass die Folge nicht konver-

gent sein kann, denn sonst wire sie ja beschriankt. Die Folge (2"),en ist
also divergent.

3Man kann aber (i) auch fiir beliebige Zahlen a benutzen, d.h. ohne zu wissen, ob a der
Grenzwert ist, oder nicht: wenn man zeigen kann, dass a, — a nicht gegen Null konvergiert,
ergibt sich, dass a nicht Grenzwert der Folge ist.
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2.5 Rechenregeln fiir Grenzwerte

Mit den folgenden Regeln, auch Grenzwertsdtze genannt, kann man Grenzwerte
von Summen, Produkten und Quotienten konvergenter Folgen berechnen:

Satz 2.5.1 Seien (ay,) und (b,) konvergente Folgen mit lim,, o a,, = a und
lim;, o0 b, = b. Dann sind die Summen- und Produktfolgen (a,, £b,) und (a,b,,)
ebenfalls konvergent und es gilt

(a) nh—%c(a" +b,) =axb,

(b) li_>m (anby) = ab.
Speziell gilt bei Multiplikation mit einer Konstanten

®') lim c-a, =c-a fircelR.

n—00

(¢) Falls b # 0, dann ist auch die Quotientenfolge (‘Z—:) konvergent mit

Beachte: Obige Rechenregeln gelten nur fiir endliche Grenzwerte, d.h. fiir
a,b € R. In Abschnitt 2.7 werden wir auch +oo als Grenzwerte kennenlernen,
sogenannte uneigentliche Grenzwerte. Bei uneigentlichen Grenzwerten gelten die
Rechenregeln nur in bestimmten Féllen und man muss weitere Regeln beachten!

Wir benutzen jetzt die Grenzwertsdtze, um Grenzwerte auszurechnen.

Beispiel 2.5.2 (a) Aus der Konvergenz % — 0 konnen wir die Konvergenz
der Folgen n% fir k =2,3,... folgern. Z.B. kénnen wir # in das Produkt

N
Sl
S|

zerlegen. Da beide Faktoren 1 konvergieren, kann man Grenzwertsatz 2.5.1(b)

n
anwenden und erhélt als Grenzwert das Produkt der einzelnen Grenzwerte
der Faktoren:

1 1 1 1 1
lim — = lim () lim —- lim —=0-0=0.

n—o00 N, n—soo \N N n—00 N, M—o0 N

Weil wir jetzt wissen, dass % und # konvergieren, kénnen wir den Grenz-
wertsatz 2.5.1(b) erneut anwenden und erhalten

1 1 1 1 1
lim — = lim (): lim — - lim —=0-0=0,

n—oo N n—soco \n2 n n—oo N2 n—ooomn

u.s.w. Es gilt damit

1
lim — =0 fiir jedes k € N* (d.h. k> 1).

n—oo TLk
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(b) Wir suchen den Grenzwert von

7
Gp =—3— —.
n n2
Wir schreiben a,, geschickt als Summe bzw. Produkt von einfacheren Fol-
gen, fiir die wir die Grenzwerte kennen:

7 1
lim (—3—2> = lim <—3—7- 2) =-3-7-0=-3.
n—00 n n— 00 n
~—~
—0

Wir haben hier die Grenzwertsétze 2.5.1(a) und (b') benutzt, mit der kon-
stanten Folge (—3),en. Die genauen Zwischenschritte der Rechnung sind

. L\ @ .. . 1
Jm (37 0) e (7 )

/ |
D tim (-3)—7- lim — =-3-7.0=-3.

n—oo n—oo N

(¢c) Wir wollen den Grenzwert

4n — 3n?

1m
n—o00 2n2 + 1

berechnen. Die Grenzwertsétze sind hier aber nicht direkt anwendbar,
denn beim Zerlegen von Zihler und Nenner in die einzelnen Summanden
bekommt man die Folgen n und n?, die divergent sind.

Hier hilft ein Prinzip, dass man h#ufig anwenden kann: Man sucht in
Zahler und Nenner die hochste vorkommende Potenz, klammert diese aus
und kiirzt. Dadurch erhélt man in Zahler und Nenner konvergente Folgen
und die Grenzwertséitze sind anwendbar:

4
2 4
Z_3 4
dn —3n? ”<n > 273 0-3 3
M o Ty T T T Ty
100 4N n2<2+2) 24_?

n

2.6 Teilfolgen und Haufungswerte

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass eine Folge maximal einen Grenz-
wert haben kann. Eine Folge kann aber mehrere sogenannte Haufungswerte be-
sitzen, das sind Zahlen, denen unendlich viele Glieder der Folge beliebig nahe
kommen. Haufungswerte sind eng mit Teilfolgen verbunden:

Eine Teilfolge entsteht aus einer Folge (a,) durch Weglassen von Folgenglie-
dern. Dabei kénnen endlich viele oder unendlich viele Glieder der Ausgangsfolge
weggelassen werden. In der Teilfolge miissen aber noch unendlich viele Glieder
iibrig bleiben, und auch die Reihenfolge darf nicht gedndert werden.

Anders ausgedriickt entsteht eine Teilfolge, indem man aus der Folge (ay, )nen
nacheinander Folgenglieder mit den Indizes ng,n1,ns,... fir die Teilfolge aus-
wahlt. Dabei muss ng < n; < ng < ... gelten, d.h. die Reihenfolge der Glieder



2.6. TEILFOLGEN UND HAUFUNGSWERTE 29

wird nicht gedndert und Glieder diirfen nicht mehrfach ausgewéhlt werden Die
Teilfolge ist dann

(@ny ) keN = (Gngs Qnyy gy - -+ ). (2.2)
Eine Zahl a € R ist nun ein Haufungswert der Folge (a,)n,en wenn es eine
Teilfolge (ay, ) von (a,) gibt, die gegen a konvergiert.

Beispiel 2.6.1 Betrachten wir als Beispiel die Folge

Ap = (—1)” + E’ n Z 1.

Wir berechnen die ersten Glieder der Folge. Den alternierenden Ausdruck (—1)"
haben wir schon gesehen; er ist gleich 1 fiir gerade n und —1 fiir ungerade n.

1 1 3
= 14-= 142
a1 + 1 0 ao + 5 5
1 2 1 5
= 14-=-= -2
a3 t3T 73 m=lty=q
a flJrlffé aflJrl*z
> 5 5 7776 6
g = 0 e = 2
Ty 578
u.s.w. Die Folge ist also
3 25 47
(an)nzl - (07 57 757 Za 757 67' >
Auf dem Zahlenstrahl:
ag
- 4503 ai R
——————————fwe ¢ | wee—o >
-1 0 1

Man sieht, wie sich die geraden Folgenglieder immer mehr der 1 anéhern, die
ungeraden Glieder immer mehr der —1.

Schauen wir uns die Teilfolge aller geraden Folgenglieder an. Das ist die
Folge

_ (3579
(G/Qk)k:zl - (a27a47a‘67a'87 .. ) - (25 17 67 gv .. )

Diese Teilfolge konvergiert offenbar gegen 1. Die Teilfolge aller ungeraden Fol-
genglieder ist

(a2k+1)k20 = (al, as,as,ar, . . ) = (0, —;, —%, —g, .. .);
sie konvergiert gegen —1.

Die Terme 2k und 2k + 1 in der Kurzschreibweise der Teilfolgen erzeugen
genau die geraden und die ungeraden natiirlichen Zahlen, wenn k alle natiirlichen
Zahlen durchliduft. Das ist auch jeweils der Ausdruck fiir ng in (2.2), der die
Folgenglieder fiir die Teilfolge auswéhlt. Da unsere Ausgangsfolge mit n = 1
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beginnt, ist das erste gerade Folgenglied bei n = 2; daher miissen wir fiir n, = 2k
bei k = 1 starten:
ng=2k=2,4,6,... fir k>1

fiir die gerade Teilfolge. Fiir die ungerade Teilfolge ist das erste a,, bei n = 1.
Das ist gleich 2k + 1 fiir k£ = 0, also

ne=2k+1=1,3,5... fir k>0

fiir die ungerade Teilfolge.

Jetzt zu den Haufungswerten: Da 1 Grenzwert der Teilfolge der geraden
Folgenglieder ist, und —1 Grenzwert der Teilfolge der ungeraden Glieder, sind 1
und —1 beides Hiufungswerte der gesamten Folge (a,,)nen. Damit erhalten wir
auch: die Gesamtfolge (a,,) hat keinen Grenzwert, sie ist divergent. Denn da sich
unendlich viele Glieder (alle geraden) der Zahl 1 annéhern, aber auch unendlich
viele Glieder (alle ungeraden) der —1, kann es keine Zahl a € R geben, gegen
die die ganze Folge (a,) konvergiert.

Allgemein gilt:

Satz 2.6.2 (a) Jede beschrdnkte Folge hat (mindestens) einen Hiufungswert.

(b) Eine beschrinkte Folge ist konvergent genau dann wenn sie nur einen
Hiufungswert hat. Dieser Haufungswert ist dann der Grenzwert.

Satz 2.6.2(a) heiit auch Satz von Bolzano-Weierstraf. Den Haufungs-
wert kann man folgendermaflen finden (das ist im Prinzip auch der Beweis des
Satzes): Da die Folge (a,) beschrénkt ist, gibt es ein Intervall Iy = [—M, M],
in dem alle Glieder a,, liegen. Wir halbieren das Intervall in der Mitte. Dann
miissen in mindestens einer der beiden Hélften unendlich viele Glieder der Folge
liegen (vielleicht auch in beiden). Wir wéhlen eine Hilfte aus, in der unendlich
viele Folgenglieder liegen. Dieses Intervall nennen wir I;. Jetzt halbieren wir I;.
Weil in I; unendlich viele a,, liegen, miissen wieder in (mindestens) einer der
Halften unendlich viele a,, liegen. Diese Hélfte nennen wir Iy, u.s.w. Wir erhal-
ten damit eine Folge von Intervallen Iy, I1, I5, . . ., die immer kleiner werden und
dabei ineinander enthalten sind,

10:)[13]23...,

eine sogenannte Intervallschachtelung. Da wir die Intervalle immer halbiert ha-
ben, konvergiert die Lange der Intervalle gegen 0, d.h. die Intervallschachtelung
zieht sich auf eine Zahl a € R zusammen, die in jedem Intervall I} liegt. Da in
jedem Iy, unendlich viele a,, liegen, sieht man, dass unendlich viele Folgenglieder
a, der Zahl a beliebig nahe kommen. Und das heif3t, a ist ein Hiufungswert der
Folge.

2.7 Bestimmte Divergenz

Wir untersuchen jetzt den Fall, dass eine Folge , gegen unendlich konvergiert*.
In diesem Fall spricht man genauer von bestimmter Divergenz.

4Vergleiche dazu nochmal Eigenschaft (iv) in 2.4: Jede konvergente Folge hat nur einen
Grenzwert.
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Definition 2.7.1 (a) Eine Folge (a,) divergiert bestimmt gegen oo, Schreib-
weise

lim a, = oo,
n—oo

wenn es fiir jedes s € R ein ng € N gibt mit

a, > s firalle n>ng. (2.3)

(b) Analog divergiert (a,) bestimmt gegen —oo, geschrieben als

lim a, = —oo,
n—oo

wenn es fiir jedes s € R ein ng € N gibt mit
a, < s fiiralle n > ng. (2.4)
Anstelle der Schreibweise mit dem Limes-Symbol kann man auch wieder
an — oo (bzw. a, — —o0) fir n— o0

schreiben. Statt ,(a,) divergiert bestimmt gegen +oo“ sagt man auch ,,(a,)
konvergiert uneigentlich gegen +oo*.

Die Ungleichung (2.3) bedeutet, dass die Folgenglieder a,, schlieSlich gréBer
als die Zahl s werden, ndmlich ab dem Index ng. Das gilt aber fiir jedes s € R,
egal wie grof. Dabei wird ny grofler, je grofler s ist, d.h. ,man muss ldnger
warten® bis a,, > s gilt. Da s also beliebig ist, wéchst somit a,, diber jede Grenze
s, konvergiert also (uneigentlich) gegen oco. Bei (2.4) muss man an grofie negative
Werte fiir s denken, etwa s = —100, —1000, ... Ungleichung (2.4) sagt daher,
dass a, kleiner wird als jede (grofie) negative Grenze s; d.h. a, konvergiert
uneigentlich nach —oco.

Beachte: Konvergiert eine Folge uneigentlich gegen +oco, dann ist die Folge
nicht konvergent, sondern divergent (ndmlich bestimmt divergent). Bei konver-
genten Folgen ist der Grenzwert immer eine endliche reelle Zahl!

Beispiel 2.7.2 Einfache Beispiele fiir bestimmte Divergenz sind etwa

lim n? = oo, lim /n = oo, lim (—n) = —oc0.

n—oo n—oo n—oo
Dass die Folge (n?),en iiber jede Grenze wiichst, haben wir schon in Bei-
spiel 2.2.1 gesehen. Bei y/n muss man etwas genauer hinsehen: Die Wurzel-
funktion wichst ja immer langsamer. Warum konvergiert /n trotzdem nach
unendlich? Wir iiberpriifen dazu einfach die Ungleichung (2.3). Damit /n > s
gilt (bei s > 0), muss n > s? sein:

ap=vVn>s & n > s

D.h. in (2.3) kann man fiir ny die kleinste natiirliche Zahl gréfier (oder gleich)
s? wiihlen.

Wie bereits gesagt, sind die Rechenregeln fiir Grenzwerte (Satz 2.5.1) bei un-
eingentlicher Konvergenz nach oo nicht ohne weiteres anwendbar. Bei Grenz-
werten mit +oo gelten folgende Regeln:
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Satz 2.7.3 (a) Fir eine Folge (a,) mit a, # 0 gilt

1
lan] >0 <— — =0
an

1

an

a, — 0 <= — 00

(b) Ist (a,) bestimmt divergent nach oo und (by,) konvergent, d.h. gilt a,, — 0o
und b, — b € R, dann folgt

a, + b, - o

0, falls b>0
anbn _>
—00, falls b<0

Im Fall b= 0 ist fir apyb, keine Aussage mdaglich.
(¢) Wenn a,, — oo und b, — 0o, dann
a, +b, > 00 und apb, — .

Die Regeln in (a) ergeben sich aus der Eigenschaft, dass der Bruch % um
so kleiner wird je grofler der Betrag von x wird, und umgekehrt. Insbesondere
folgt aus i — 0 erst einmal nur, dass |a,| — co. Ob dann auch a,, — oo oder
a, — —oo gilt, hdngt vom Vorzeichen der a,, ab. Es kann auch vorkommen,
dass zwar |a,| — oo gilt, aber weder a,, — oo noch a, — —oco! Ein Beispiel
dafiir ist die Folge a,, = (—1)"n.

Den Teil (b) kann man anschaulich folgendermafen verstehen: Die Konver-
genz b, — b € R impliziert, dass fiir grofle n die Folgenglieder b,, ungefihr
gleich der Konstanten b sind. Bei a,, 4+ b, wird also zu a, noch ungefihr die
Konstante b addiert; im Fall b < 0 heifit das iibrigens, dass effektiv subtrahiert
wird! Da aber b konstant ist und a,, iiber jede Grenze wéchst, wichst in jedem
Fall auch a,, + b, iiber jede Grenze. Beim Produkt a,b, wird entsprechend fiir
grofle n ungefihr mit der Konstanten b multipliziert. b ist ungleich 0, kénnte
aber sehr klein sein, etwa b = 1076, Da aber a,, iiber jede Grenze wiichst, wichst
schlieBlich auch a,b, iiber jede Grenze, jedenfalls der Betrag davon. Ist b > 0,
so ist auch a,b, > 0 (fiir grofie n), denn a,, > 0 weil a,, — oo und b,, > 0 weil
b, — b > 0. Damit folgt dann a,b,, — co. Fiir b < 0 ist b,, fiir grofle n negativ,
und damit auch a,b, < 0 und es folgt a,b, - —oc.

Analog zu (b) und (c) gilt natiirlich auch®

ap ——00 Ab,-beR = a,—+b, — —00,
ap = —00 A b, - —00 = a,+b, > —oo.
Beispiel 2.7.4 Wir berechnen die Grenzwerte der beiden Folgen

n+1 n?
n—1’ 1-n

ap =N+

indem wir die Folgen wieder so geschickt zerlegen und kiirzen, dass wir die
Grenzwertséitze 2.5.1 und 2.7.3 benutzen kénnen:

5Das logische Symbol A bedeutet ,und*.
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(a)

. n+1 . 1+ 2
lim (n+ = lim (n+ T | =00
n— o0 n—1 n—o00 1— =
——
—1
Hier haben wir nach der Umformung also die Summe aus der Folge n, die
nach oo divergiert, und dem Bruch, der gegen 1 konvergiert. Wir kénnen

also 2.7.3(a) benutzen.

(b)

. n? . n? . 1
lim = lim 17:11H1 n-g = -0
n—oo 1l —n n—00 n(f — 1) n—o0 = —1
n n
——
——1

Hier haben wir 2.7.3(b) mit b = —1 < 0 benutzt.

Achtung!
Die Regeln 2.7.3(b) fiir a,b, bei a,, — 00, b, — 0 sowie (¢) im Fall a,, — oo,
b, — —oo liefern keine Aussagen. Anders gesagt, die Ausdriicke

00-0 und oo — o0

sind unbestimmt. Das Ergebnis kann oo, 0, —oo oder irgendeine reelle Zahl sein!
Beispiele fiir verschiedene Ergebnisse im Fall ;oo - 0“ sind:

. 1 . 1
Imn-— = lim — =0
n—oo N2 noocon

1

lim n?- = = lim n = o0
n—o00 n n—o00

. 1 .

lim 2n- — = lim 2 =
n—oo n n—oo

Bechten Sie, dass das Produkt vor dem Kiirzen immer von der Art ,00 - 0 ist.
Auflerdem ist der Faktor 2 im letzten Beispiel beliebig, man kann hier auch jede
andere Zahl ungleich Null nehmen.

2.8 Grenzwerte und Ungleichungen

Seien (a,) und (b,) konvergente Folgen. Gilt a,, < b, fiir alle n € N, d.h. ist die
Folge (a,,) immer kleiner als die Folge (b,,), dann folgt

lim a, < lim b,. (2.5)

n— oo n—oo

Beachte:

(a) Die Ungleichung (2.5) folgt auch dann, wenn a,, < b,, erst ab einem Index
no € N gilt, d.h.

a, <b, furalle n>n9g =— lim a, < lim b,
n— oo n—oo

(b) Die Aussage gilt nicht fiir ,,<*:

an <b, # lim a, < lim b,

n—oo n—0o0

Das zeigt das néchste Beispiel.
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Beispiel 2.8.1 Sei

Es gilt dann a,, < b, und

lim a, =1< lim b, = 1.
n—roo n—oo

Zwar gilt auch a,, < b,, jedoch ist

1= lim a, £ lim b, = 1.
n— oo n— o0

2.9 Grenzwerte und stetige Funktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir, wie man Grenzwerte in Funktionen aus-
werten kann.

Sei f : D — R eine Funktion mit Definitionsbereich D C R. Im Kurs Mathe-
matik A haben wir die Eigenschaft der Stetigkeit einer Funktion kennengelernt.
Wir haben gesehen, dass Funktionen, die aus Summen, Produkten, Quotienten
und Verkettungen der elementaren Funktionen wie ™, v/x, €, sin x zusammen-
gesetzt sind, immer stetig sind. Anschaulich bedeutet Stetigkeit, dass der Graph
von f aufler an Definitionsliicken keine Sprungstellen hat.

Grenzwerte und Stetigkeit hingen folgendermaflen zusammen:

Satz 2.9.1 Die Funktion [ ist stetig genau dann wenn, fir jede konvergente
Folge (a,) in D (d.h. an, € D) mit Grenzwert lim,_, o a, = a € D gilt

lim f(a,) = f(a).

n—oo

Wenn also a,, gegen a konvergiert und man die Folge in die Funktion f(x)
einsetzt, so konvergiert die Folge der Funktionswerte f(a,) gegen f(a):

an —a = f(an) = fla) fir n— oo,

oder auch
lim f(a,)=f ( lim an) ,
n— oo n— o0

d.h. man darf den Grenzwert in die Funktion hineinziehen. Anschaulich bedeutet
das:

f(x)

/ a ---az a1 Qg
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Die Grafik zeigt, wie sich die Folgenglieder a,, immer mehr dem Grenzwert a
annihern. Da der Graph von f keine Sprungstellen hat, miissen sich dann auch
die Funktionswerte f(a,) auf der Kurve immer mehr an f(a) anndhern.

Beispiel 2.9.2 Die Funktionen

f(z) =e® mit Definitionsbereich D =R,
f(@)=+z mit D={zeR|z>0}= 0,00

2
sind beide stetig. Wir betrachten die Folge a,, = nl, n > 2. Die Folge hat
n—
den Grenzwert
. . 2n
lim a, = lim =2
n—oo n—oo 1N —

Damit ergibt sich fiir die Folgen der Funktionswerte als Grenzwert

2n /2
lim e"il = ¢? und lim o V2.
n—00 n—o0 n—1

2.10 Die geometrische Folge

Sei ¢ € R eine feste Zahl. Die Folge der Potenzen ¢, ¢', ¢2, ... heiit geometri-
sche Folge:

(@")nen = (6% ¢" ¢ ¢%,...) = (1,4, ¢*,...).

Sie spielt in den folgenden Kapiteln (und iiberhaupt in der Mathematik!) eine
sehr wichtige Rolle.

Hier interessiert uns zuerst einmal das Konvergenzverhalten der Folge, d.h.
die Frage, ob und wann die Folge konvergiert. Fiir zwei einfache Beispiele konnen
wir das sofort sagen: Die geometrische Folge mit ¢ = 2, also

(2")nen = (1,2,4,8,16,...)

haben wir schon in Beispiel 2.4.1 untersucht und gesehen, dass Sie unbeschrankt
und deswegen divergent ist. Da die Folge immer weiter wéchst, divergiert sie also
bestimmt nach Unendlich,

lim 2" = oo.
n—o0

Dieses Ergebnis kénnen wir jetzt benutzen, um auch den Grenzwert der geome-
trischen Folge mit ¢ = % zu berechnen. Die Folge ist

111 1 1
" = 1, =, -, =, —,... | = a
<(2) )nelN ( "2 1816’ ) (2n>neN7
also genau der Kehrwert der Folge (2™). Weil 2" — oo folgt also (Satz 2.7.3(a))

: 1\"
s (3) =

Genauso kann man natiirlich argumentieren, wenn g = 3, ¢ = %, q=4,q=
i, ... ist. Der Fall ¢ = 1 ist nicht sehr interessant, da die Folge dann natiirlich
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konstant gleich 1 ist und somit 1 auch der Grenzwert. Was passiert aber wenn
g sehr nah bei 1 liegt, etwa ¢ = 1.00001 oder ¢ = 0.99999 ? (Probieren Sie es
aus! Berechnen Sie die ersten Glieder der Folge ¢™ fiir diese Werte von g¢.) Die
allgemeine Antwort gibt der folgende Satz.

Satz 2.10.1 Die geometrische Folge (qn)nen hat den Grenzwert

0 falls —1<qg<1,
nlgrgoq =<1 fallsq=1,
oo falls ¢ > 1.

Fiir ¢ < =1 ist (¢™)nen divergent.
Beweis. 1. Fall ¢ > 1: Zu zeigen ist: fiir jedes s € R gibt es ein ng € IN so dass
q">s wenn n >ng.

Wir miissen also die n berechnen, fiir die ¢" > s gilt. Dazu formen wir die
Ungleichung dquivalent um:
" n Ins
q">s < In(¢")>Ins & n-lng>lns & nzl—
nqg
Dabei haben wir im ersten Schritt benutzt, dass die Logarithmus-Funktion mo-
noton wachsend ist, und im letzten Schritt, dass In ¢ > 0 weil ¢ > 1; beim Teilen
durch Ing dreht sich deswegen das Ungleichungszeichen nicht um! Wenn wir
jetzt fiir ng eine natiirliche Zahl mit ng > E—Z wéhlen, so folgt also tatséichlich
n>ng = ¢" > s, und damit gilt
lim ¢" = cc.
n—oo
2. Fall —1 < g < 1, g # 0: Diesen Fall konnen wir auf den ersten Fall
zuriickfiithren, indem wir den Kehrwert betrachten. —1 < ¢ < 1 bedeutet |g| <
1 und damit gilt & > 1. Wir konnen daher auf die Folge (Wll)" den Fall 1

lq|
()
— — OQ.
lq|
() =
=) = o>
g lq™|

und damit ¢” — 0 (Satz 2.7.3(a)).
3. Fall ¢ = —1: Die Folge

((_1)n)n€1N =(1,-1,1, -1,...)

ist divergent. (Sie hat die zwei Hiufungswerte 1 und —1)
4. Fall ¢ < —1: Nach Fall 1 gilt

anwenden:

Es folgt dann

lg"[ = lg|" — oo

denn |¢q| > 1. Die Folge ist daher unbeschrénkt und somit divergent.
Die restlichen Félle ¢ = 0 und ¢ = 1 sind klar. (]
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Beachte: Bei ¢ < —1 ist (¢"™) divergent, aber nicht bestimmt divergent (nach
oo oder —o0). Weil ¢ negativ ist, hat ndmlich ¢" ein alternierendes Vorzeichen,
z.B.

((—2)")n€IN = (1, =2, 4, -8, 16, —32,...).

Beispiel 2.10.2 Auch bei Grenzwerten, die geometrische Folgen enthalten, hilft
es oft, die grofite Potenz auszuklammern. Im n#chsten Beispiel ist die hochste
Potenz im Nenner 3™.

3n+2 3n . 32 32
m ——— = lim —>— 2 — lim ——> =9
3 (= 41 3
3" —0

Im letzten Schritt haben wir benutzt, dass (%)” eine geometrische Folge mit

q= % < 1 ist, und daher gegen Null konvergiert.

2.11 Kovergenzkriterien

Bei unseren bisherigen Untersuchungen zu Folgen wussten wir immer konkret,
was der Grenzwert einer gegebenen Folge ist: entweder konnten wir ihn mit
Rechenregeln direkt ausrechnen, oder wir hatten schon vorher eine Vermutung,
was der Grenzwert ist und konnten damit dann die Konvergenz zeigen. Jetzt
lernen wir Kriterien kennen, mit denen man zeigen kann, dass eine Folge konver-
giert ohne den Grenzwert schon vorab zu kennen oder auszurechnen, sogenannte
Konvergenzkriterien.

Damit wird es dann moglich, Zahlen durch Grenzwerte von Folgen zu defi-
nieren. Z.B. kann man die Zahlen 7 oder e analytisch durch Grenzwerte defi-
nieren. Der Punkt ist hier: um eine Zahl als Grenzwert einer Folge definieren
zu koénnen, muss man wissen, dass die Folge konvergent ist, denn sonst hat sie
ja keinen Grenzwert. Aber natiirlich kénnen wir die Konvergenz nicht durch
Ausrechnen des Grenzwerts zeigen, denn dafiir brauchten wir ja die Zahl als
Ergebnis schon, die wir aber durch den Grenzwert erst definieren wollen. Wir
brauchen also ,,Konvergenz ohne (expliziten) Grenzwert*.

Als Konvergenzkriterien lernen wir das sogenannte ,,Sandwich-Lemma®, das
Monotonie- und das Cauchykriterium kennen. In Beispiel 2.14.2 werden wir die
Zahl e als Grenzwert einer Folge definieren.

2.12 Sandwich-Lemma

Der Name ,Sandwich-Lemma® deutet an, dass eine Folge (b,) zwischen zwei
anderen Folgen (a,) und (c,) ,eingequetscht* wird.

Satz 2.12.1 (Sandwich-Lemma) Seien (a,), (bn), (¢,) Folgen so dass gilt

an <bp, <c, firalle neN

6Beim Sandwich-Lemma erhilt man zwar als Ergebnis auch den Grenzwert der Folge by,
trotzdem zéhlen wir es zu den Konvergenzkriterien, da man nur die Grenzwerte der dufleren
Folgen a, und ¢, vorab kennen muss.
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(oder alle n > ngy ab einem festen ng € N). Sind die dufSeren Folgen (ay) und
(cn) konvergent und haben denselben Grenzwert, d.h.

lim a, =a= lim ¢,,
n—oo n—oo

dann ist auch (b,) konvergent und

lim b,, = a.
n—oo

Man kann das folgendermafien grafisch veranschaulichen:

| | | | | | |
T T T T T T T

Qp Ap41 G bn+1 bn Cn+1 Cn

by, liegt zwischen a,, und ¢,,, b,41 zwischen a,, 1 und ¢, 41, u.s.w. Wenn sich nun
die duBeren Folgen a, und ¢, immer mehr an a¢ annihern, b, aber dazwischen
liegt, bleibt natiirlich der Folge b,, nicht anderes iibrig, als sich ebenfalls immer
mehr an a anzundhern. Schematisch kann man das auch so schreiben:

an < by < ey

SNV

|

I

|
v
a

Oder als Graphen im Koordinatensystem:

Cne
) ~~ Cnt1
o
bn.-~_‘ bn+1 - _
T e - - - - = —::::_‘:_—
aA%77777777777777777777:::::::::6::::::::* 77777
ap &~ ~ ‘anJrl
| | | |
T T T T
n n+1 n+2 n+3

Als erste Folgerung aus dem Sandwich-Lemma erhalten wir eine sehr prak-
tische Aussage tiber Nullfolgen:

Satz 2.12.2 Ist die Folge (a,) beschrinkt und (by,) eine Nullfolge (d.h. b, — 0),

dann ist auch die Produktfolge (a,b,) eine Nullfolge, d.h. a,b, — 0. Anders
gesagt: aus

lan| < M fir alle n € N (M € R fest) wund lim b, =0
n—oo

folgt

lim a,b, = 0.
n—oo
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Beweis. Es gilt
0 < lanbn| = |an| - [bn| < M|by|,

die Folge |anby,| liegt also zwischen 0 und der Folge M|b,|. Wegen b, — 0
gilt M|b,| — 0. Aus dem Sandwich-Lemma folgt dann |a,b,| — 0 und damit
anb, — 0. O

Beispiel 2.12.3 Den Grenzwert von

cos(n)

ay =
n

kénnen wir mit dem Grenzwertsatz 2.5.1 nicht ausrechnen, denn die Folge cos(n)

konvergiert nicht. Da der Cosinus aber nur Werte zwischen —1 und 1 anneh-

men kann, also beschriankt ist, und % — 0, konnen wir a,, als Produkt einer

beschrankten Folge mit einer Nullfolge schreiben und bekommen damit

cos(n)

1
= cos(n) - — —0
n N—— n
beschrankt Vv
-0
also
lim M) _

n— oo n

Die Beschrénktheit sieht man am Graph der Cosinus-Funktion:

COS T
I I /\ I
T

—1<coszx<1

|cosz| <1 fiir alle x.

2.13 Die Folgen {/n und {/p

Uber die Grenzwerte der Folgen ({/n),>1 und ({/p),>1 fiir festes p > 0 kénnen
wir bis jetzt nichts aussagen. Insbesondere {/n = n'/" ist schwierig zu behan-
deln, da man den Grenziibergang n — oo fiir beide n zugleich machen muss,
siehe auch die Warnung am Ende dieses Abschnitts.

Eine Berechnung der ersten Werte von {/n liefert

V1=1, V/2=14142..., V/3=14422..., V4 =1.4142...,
V5 =1.3797..., ..., ¥10=1.2589..., ...

zeigt, dass die Folge erst wéchst, dann aber wieder langsam fillt. Wie geht es
weiter? Wird die Folge sich wieder an 1 anndhern oder schon vorher ,,stoppen®,
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etwa bei 1.1 oder 1.27 Oder wird die Folge sogar kleiner als 1 werden? Um
durch Rechnung eine Vermutung fiir den Grenzwert zu bekommen, muss man
hier deutlich grolere Werte fiir n einsetzen. (Probieren Sie es aus!)

Schlieflich kommt man zur Vermutung {/n — 1. Dass das tatséchlich richtig
ist, werden wir jetzt mathematisch exakt mit dem Sandwich-Lemma beweisen.
Den Grenzwert von {/p bekommen wir dann ebenfalls als Folgerung aus dem
Sandwich-Lemma.

Satz 2.13.1 Es gilt

(a) lim {/n=1,

n—oo
(b) lim {/p=1 fir jedes p > 0.
n—oo
Beweis.

(a) Zuniichst gilt
Yn>1 firalle n>1. (2.6)

Denn z = {/n ist die positive Losung der Gleichung " = n. Wire x < 1,
so auch z™ < 1, aber 2™ = n > 1. Daher muss x = {/n > 1 gelten.

Statt jetzt {/n — 1 zu zeigen, betrachten wir die Folge
an = Vn—1

und beweisen dann a,, — 0, siehe Eigenschaft (i) in Abschnitt 2.4. Es gilt
Yn=a,+1.

Durch Potenzieren folgt daraus mit dem binomischen Satz 1.6.1

n:(l-i—an)n:l—i—(?)an—i— (Z)ai—i—...—i—aﬁ

Alle Terme auf der rechten Seite sind positiv, denn wegen (2.6) ist a,, > 0.
Wir lassen nun alle Terme bis auf 1 und den Term mit a? weg, wodurch
die rechte Seite kleiner wird und wir

-1
nzl—l—(?;)ai:l—i—n(z)ai

bekommen. Aulésen nach a,, liefert

n_lzma? 2N g
n

2 n
2 ..
OSanS\/>—>O fir n— oo
n

und aus dem Sandwich-Lemma folgt a,, — 0 also {/n — 1.

2 ai Aad an, S -

Es gilt somit
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(b) Sei zuerst p > 1. Fiir n > p gilt dann

1< g/p < ¥n.

Da {/n — 1 folgt mit dem Sandwich-Lemma {/p — 1.

Sei jetzt 0 < p < 1. Hier konnen wir wieder zum Kehrwert iibergehen: Da
% > 1 ist, gilt nach dem ersten Fall (p > 1)

1
={/-—-1
P p

und somit {/p — 1.

O

Eine andere Moglichkeit den Grenzwert lim, .. {/p zu berechnen, ist es,
Vp = p% zu schreiben und dann den Grenzwert in der Funktion f(z) = p*
auszuwerten:

{L/f):p% —p’=1 fir n— oo.

Hier benutzt man dann, dass die Funktion f(x) = p® fiir p > 0 stetig ist.

Beispiel 2.13.2 Wir wollen den Grenzwert lim,,_,o, v/n2 + n berechnen. Zu-
néchst klammert man dazu unter der Wurzel wieder die hochste Potenz aus:

= il v e Lo v el

Der erste Faktor konvergiert gegen 12 und fiir den zweiten Faktor benutzt man
das Sandwich-Kriterium:

[ 1 1
1=Vi<{/1+=-<V251 = {/1+=—=1 bei n— oo.
n n

Damit folgt also insgesamt

lim Vn?24+n= lim (n)2 \"/1—}—1:1.
n—oo N— 00 \ , n

——

2
—1 1

Achtung!
Bei der Berechnung von lim, ., #/n oder dhnlichen Grenzwerten, wie etwa
dem im letzten Beispiel, ist es nicht erlaubt, den Grenziibergang n — oo fiir
einzelnen n in mehreren Schritten nacheinander auszufiihren. D.h. die Rechnung
o/n=n'/" — n® =1 ist falsch! Sie ergibt hier zwar das richtige Ergebnis, das
ist aber nur Zufall. Entsprechend hitte man sonst auch n- % — n-0 = 0 rechnen
konnen, was offensichtlich falsch ist.

Auch die Rechnung {/n = nw — o” ist nicht erlaubt und liefert nicht das
Ergebnis, denn der Ausdruck oo® ist, genau wie oo - 0, unbestimmt.
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2.14 Monotoniekriterium

Genau wie bei Funktionen kann man auch bei Folgen Monotonie definieren: Die
Folge (an)nen heifit

(i) monoton wachsend wenn a,, < a,41 fir alle n € N|
(ii) monoton fallend wenn a,, > a1 fur alle n € N.

Die Folge heifit monoton, wenn sie monoton wachsend oder fallend ist.

Satz 2.14.1 Ist die Folge (a,) monoton und beschrinkt, dann ist (ay) konver-
gent.

Beweis. Sei z.B. (a,,) monoton wachsend. Da (a,) beschréinkt ist, gibt es eine
obere Schranke C von (a,,), d.h. eine Zahl C € R so dass a,, < C fiir alle n € N.
Es gibt dann viele (unendlich viele) obere Schranken von (ay,), z.B. ist jede Zahl,
die grofler als C' ist, auch eine obere Schranke. Genauso kann es aber auch obere
Schranken von (a,) geben, die kleiner als C sind. Sei nun s € R die kleinste
obere Schranke von (a,). Anschaulich sieht das so aus:

s C
e e e Geesf

ao al ao as

Weil s € R die kleinste obere Schranke von (ay) ist, muss nun (a,) gegen s
konvergieren: Denn einerseits bleiben alle a,, kleiner (oder gleich) s, da s obere
Schranke ist. Andererseits miissen sich die a,, aber auch beliebig dicht an s
anndhern, denn sonst wére ,noch Platz* zwischen den a,, und s, und dann wére
s nicht die kleinste obere Schranke.” Da die Folge (a,,) also wiichst, sich s beliebig
dicht annéhert, und auch nicht grofler werden kann, muss s der Grenzwert von
(an) sein, lim,, o a, = s. Damit ist (a,) konvergent. O

Bemerkung: Dass jede beschrénkte Folge oder Menge in IR eine kleinste obere
Schranke hat, ist eine grundlegende Eigenschaft der reellen Zahlen, genannt
Vollstindigkeit. Die rationalen Zahlen haben diese Eigenschaft nicht.

Beispiel 2.14.2 Mithilfe des Monotoniekriteriums kann man die Eulersche Zahl
e =2.718281... wie folgt als Grenzwert einer Folge definieren:

1 n
e:= lim (1 + ) .
n—oo n

Dazu zeigt man, dass die Folge

1 n
an(1+)
n

monoton wachsend und beschrinkt ist. (Das erfordert etws Arbeit) Nach dem
Monotoniekriterium ist die Folge dann konvergent, d.h. der Grenzwert lim,, .. a,
existiert, und man kann daher e als diesen Grenzwert definieren.

THier wird unser , Beweis“ etwas vage; fiir einen richtigen mathematischen Beweis wiirde
man genauer argumentieren.
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Warum die Folge a,, den richtigen Wert fiir e als Grenzwert ergibt, haben
wir iibrigens in Mathematik A als Beispiel fiir die Regel von I"Hospital zusam-
men mit Exponential- und Logarithmusfunktion gesehen. Hier in Mathematik B
werden wir im Kapitel iiber Reihen noch einen anderen Weg kennenlernen, wie
man e und die Exponentialfunktion definieren kann. Merke: In der Mathematik
gibt es oft mehrere Wege, ein Ziel zu erreichen.

2.15 Cauchykriterium

Das Cauchykriterium ist das allgemeinste Kriterium, um die Konvergenz einer
Folge zu zeigen ohne ihren Grenzwert zu kennen. Es ist sogar notwendig fiir die
Konvergenz:

Satz 2.15.1 Die Folge (a,,) ist konvergent, genau dann wenn es zu jedem e > 0
ein ng € N gibt, sodass

lan — am| <e firalle n,m > ng. (2.7)

Man beachte die Ahnlichkeit von (2.7) zur Abschiitzung (2.1) bei der Defi-
nition des Grenzwerts. Dort bedeutet die Abschitzung, dass der Abstand der
Folgenglieder a,, zum Grenzwert a beliebig klein wird (kleiner als jedes ). Hier
sagt (2.7), dass der Abstand zwischen zwei Gliedern a,, und a,, beliebig klein
wird (< ¢), wenn n und m grol werden (grofier als ng).

Warum folgt nun aus (2.7) die Konvergenz der Folge (a,)? Dazu kann man
sich zuerst iiberlegen, dass (2.7) die Beschrénktheit der Folge impliziert. Der
Satz 2.6.2(a) von Bolzano-Weierstraf sagt dann, dass die Folge mindestens einen
Hiufungswert hat. Jetzt benutzt man wieder (2.7) um zu zeigen, dass die Folge
hochstens einen Haufungswert haben kann. Also hat sie genau einen Haufungs-
wert und nach Satz 2.6.2(b) ist die Folge dann konvergent.
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Kapitel 3

Reihen

Hinweis: In den alten Mathematik A&B Skripten finden sie den Stoff dieses
Kapitels im Skript Mathematik B, Kapitel 2.

3.1 Unendliche Reihen

Eine unendliche Reihe ist eine unendliche Summe von Zahlen a; € R:
Zak:ao—i—al—f—ag—i—ag—i—... (3.1)
k=0

Um den Wert der Reihe, d.h. das Ergebnis der unendlichen Summation zu be-
stimmen, betrachtet man Teilsummen vom Anfang der Reihe:

So = QAo
81 =ag + a

So = ag + a1 + as

sn:a0+a1+...—|—an:2ak

Je mehr Zahlen ap man addiert, d.h. je grofler n wird, desto mehr ndhert man
sich der Summe der ganzen Reihe. Formal erhélt man dann den Wert der Reihe
durch den Grenziibergang n — oo,

n—oo

oo
lim sn:ao—l—al—i—ag—l—...:Zak.
k=0

D.h. der Wert (bzw. die Summe) der Reihe Y ;2 a ist der Grenzwert s der
Teilsummen s,,,

o0 n

E ar =s= lim s, = lim E ag. (3.2)
n—oo n—oo

k=0 k=0

45
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Die Reihe konvergiert, wenn die Folge (s,) der Teilsumme konvergiert, d.h.
wenn der Grenzwert s = lim,,_, o, s, existiert. Man sagt dann auch, dass die Rei-
he gegen s konvergiert bzw. den Grenzwert s hat. Ist die Folge der Teilsummen
(sn) divergent, so divergiert die Reihe.

Beachte: Wichtig ist, zwischen der Reihe selbst und ihrem (Grenz-)Wert zu
unterscheiden. Die Reihe selbst ist der Ausdruck der (formalen) unendlichen
Summe in (3.1), der Wert der Reihe ist der Grenzwert s € R der Teilsummen
in (3.2) (also eine Zahl). Fiir eine konvergente Reihe gilt (siehe (3.2))

oo
E ap = S,
k=0

d.h. der Grenzwert der Reihe wird wieder mit dem Symbol >, aj bezeichnet.

Auch die Gleichung
D =D an
k=0 k=0

gilt nur fiir eine konvergente Reihe (das ist wieder (3.2)). Bei einer divergenten
Reihe existiert der Limes auf der linken Seite nicht und Y ;- a) ist nur ein
formaler Ausdruck, keine reelle Zahl.!

Wie bei Folgen ist auch bei Reihen der Start statt bei £ = 0 auch ab einem
anderen Index k = kg moglich, d.h. Z;O:ko ak, etwa

o0
Zak:a1+a2+a3+...
k=1

Beispiel 3.1.1 Wir betrachten die Reihe Z,;'il ap mit ap = k—lg, also

ii—1+1+1+i+
kzlk?‘ 4 9 16

Berechnen wir zuerst die ersten Teilsummen:

51:a1:1 =1
1
82:a1+a2:1+1 =125
1 1
53:(114_@2_5_@3:14-14-5 =1.361...
1 1 1
54=a1+a2+a3+a4=1+1+§+T6:1'423"'
> 1 1
==t g4t o — 1.463. ..
k=1
6 1 1
so=dan =T+ gt o —1.491...
k=1
7 1 1
_ R = 1.511...
s7 ;ak + 1t T o 5

1Eine Ausnahme sind allerdings bestimmt divergente Reihen, siehe Abschnitt 3.5.
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Man erkennt, dass die Folge der Teilsummen s,, monoton wachsend ist, denn es
werden immer weitere positive Glieder 1712 hinzu addiert. Gleichzeitig werden die
Glieder mit groflerem k aber schnell kleiner, d.h. es wird immer weniger hinzu
addiert und s, wéchst immer langsamer. Die Frage ist nun: Wie weit wéchst
sn? Werden die s,, grofer als 1.6, als 1.7, oder sogar grofler als 27 Ist die Folge
(sn) vielleicht sogar unbeschriinkt, d.h. werden die s,, schliefllich gréler als jede
reelle Zahl?

Tatséchlich ist das nicht der Fall. Die Folge (s,,) ist beschrinkt und damit
dann auch konvergent. Im Grenzwert n — oo erhélt man

= =1 11
lim sn:Zak:Zﬁ:1+7+7+...:1.644...
k=1 k=1

Da der Grenzwert lim,,_, o S, existiert, ist also die Reihe Z:ozl k% konvergent.
Thren genauen Grenzwert kann man mit der Theorie der Fourierreihen bestim-

men?, es gilt
2

1 1 1 T
14+ = 3.3
S =ity @9

Wir werden im Abschnitt 3.5 zumindest die Beschrinktheit der Teilfolgen s,
und damit die Konvergenz der Reihe zeigen.

3.2 Die geometrische Reihe

Addiert man alle Glieder der geometrischen Folge (¢*)>0 auf, erhilt man die

geometrische Reihe
o0

Yodb=l4q+@++...

k=0
Wir untersuchen jetzt, fiir welche ¢ € R die geometrische Reihe konvergiert und
berechnen gleichzeitig den Wert der Reihe. Dazu betrachten wir wie im letzten
Beispiel die Teilsummen s,,:

sn:qu:1+q+...+qn.

n
k=0

Wir kénnen die Summe s, mit einem Trick berechnen, der ein bischen an den
Trick von Gaufl (Abschnitt 1.2) erinnert: Wir subtrahieren von s,, den Term

g sn=q+q +-+q"",
wodurch alle Potenzen ¢, ..., ¢" wegfallen:
Sn—qsn=14qg+¢+...+q¢" — (g+*+...+¢" + ") =1—¢""".
Auf der linken Seite kann man nun s,, ausklammern und dann nach s,, auflésen:
(1= @)sn = sn —qsp =1 —¢"*

1— qn+1

— Sp = ——— falls ¢ #1.
1—g¢

2Das ist ein Thema des Kurses Mathematik C.
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Wir haben damit die wichtige Formel

n+1

n 1 o
qu = % fiir g#1 (3.4)
k=0 —4

nachgerechnet. (Man beachte, dass die Formel nur fiir ¢ # 1 gilt, da man
sonst durch 0 teilen wiirde!) Wir koénnen jetzt den Grenziibergang n — oo
durchfithren: Wir wissen, dass die geometrische Folge ¢™ fiir |¢|] < 1 (d.h.
—1 < g < 1) gegen Null konvergiert (Satz 2.10.1). Dann gilt auch ¢"*! — 0 fiir
n — oo und aus (3.4) folgt

n n+1 1

. T k_ —q _
Jimon =l ) ot = i S5 =

Fiir |¢| < 1 konvergiert also die geometrische Reihe und ihr Grenzwert ist

= 1
qu e fir |q| <1. (3.5)
k=0 -4

3.3 Rechenregeln fiir konvergente Reihen
Fiir konvergente Reihen gelten folgende einfache Regeln zur Addition zweier

Reihen, Multiplikation mit einer Konstante und Anderung des Startindex der
Reihe.

Satz 3.3.1 Sind >, ar und > p—bi konvergente Reihen, dann gilt:

Z(ak + bk) = Z Qg + Z bk (3.6)
k=0 k=0 k=0

Z(c cap) =c- Zak (c € R fest) (3.7
k=0 k=0

Zak = (Z ak.> —ag—ay —...—a_1 (I € N fest) (3.8)
k=l k=0

Beweis. Dies folgt sofort aus der Definition des Reihenwerts als Grenzwert der
Teilsummen s, und Anwendung der Grenzwertséiitze 2.5.1 fiir Folgen. Hier ist
zum Beispiel die Rechnung fiir (3.6):

Z(ak + bk) = lim Z(ak + bk) = lim (Z ar + Z bk>
k=0 nree k=0 nree k=0 k=0

2.5£(a) ' n ' n B oo [ee]

Wir erldutern die Regeln an einem Beispiel.
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Beispiel 3.3.2 Unser Ziel ist, die Reihe soweit umzuformen, dass wir die For-
meln (3.3) und (3.5) fiir die Reihe Y7~ | % und die geometrische Reihe anwen-
den konnen.

k=1 k=1 k=1 k=1
a9y~ (1) (L) _ Ly L
B 4 4 T = k2

k=0 k=1
_ 1 1t 4 o 1o
1-1 ™ 6 3 6 3 6

3.4 Konvergenzkriterien fiir Reihen

Wie schon bei Folgen gibt es auch bei Reihen verschiedene Kriterien, um die
Konvergenz zu iiberpriifen, ohne dabei aber den Wert der Reihe berechnen zu
miissen. Das folgende notwendige Kriterium besagt, dass fiir die Konvergenz der
Reihe "7 aj, die Folge ihrer Glieder (aj) eine Nullfolge sein muss.

Satz 3.4.1 (Notwendiges Kriterium) Ist die Reihe Y.~ ap konvergent, so
gilt

(a) lim a; =0,
k—o00

(b) nh_>n;o Z ar = 0.

k=n-+1
Hierbei ist
o0
E Gk = Opt1 + Gnt2 + Apyg+ ...
k=n-+1

der ,Reihenrest”.

Beweis. Aus
n n—1
Ap = g ar — E A
k=0 k=0

folgt durch Grenziibergang n — oo sofort

n n—1 [ee) e’}
nl;rrgoan :nlLrI;oZak fnlLII;oZak = Zak —Zak =0.

k=0 k=0 k=0 k=0
Hierbei haben wir den Grenzwertsatz 2.5.1 auf die Differenz der beiden Sum-
men angewandt, und dabei entscheidend die Konvergenz der Reihe benutzt,
dass also die Teilsummen s,, = >.;_;a; (und damit auch s,—; = ZZ;& ar)
tatsiichlich gegen Y7~ ay konvergieren, vergleiche nochmal Abschnitt 3.1. Die
zweite Aussage bekommt man dhnlich: Nach (3.8) gilt

oo

o0 n
D= ar=) a
k=0 k=0

k=n-+1
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und bei n — oo folgt

o0 o0 n
lim E ap = E ap — lim E ar = 0.
n—oo n— oo
k=n+1 k=0 k=0
—_———

=220 8k

O

Fiir eine konvergente Reihe haben wir jetzt eine Reihe von Konvergenzaus-
sagen: Die Teilsummen s, = ZZ:O ar konvergieren fiir n — oo gegen den
Grenzwert der Reihe Z;OZO ay, die Glieder aj der Reihe konvergieren gegen 0,
und auch die Reihenreste > - 41 @k konvergieren nach 0.

Das notwendige Kriterium 3.4.1(a) kann man benutzen, um die Divergenz
einer Reihe zu zeigen: Konvergiert die Folge (aj) nicht nach Null, dann kann
die Reihe Y 77, ax nicht konvergieren. Schauen wir uns das alles fiir konkrete
Reihen an.

Beispiel 3.4.2 (a) Wir betrachten die Reihe
()

5) -
k=0

Das ist eine geometrische Reihe mit ¢ = 1. Da |¢| = 3 < 1, ist die Reihe
konvergent und mit (3.5) kénnen wir ihren Grenzwert berechnen:

i@k:ll -2

1
k=0 2

Die Folge der Glieder der Reihe ist a,, = (1)". Das ist die geometrische
Folge mit ¢ = % < 1, also eine Nullfolge (siehe Satz 2.10.1),

1 n
an:<2) — 0 fiir n— oo.

Fiir die Teilsummen erhalten wir aus (3.4)
n k 1\n+1 n
1 1-— (§> n+1 1
= - :7:2(1—1 ):2_ 2
o kZ:O (2) 1-1 (2) 2

Fiir die ersten Wert von n erhalten wir:

n|0 1 2 3 4 .. |-
1 I 1 T
3 7 15 31

sn |1 5 1 % 1% —2

Man sieht, wie die Reihenglieder a,, gegen 0, die Teilsummen s,, gegen 2,
den Grenzwert der Reihe, konvergieren. Fiir den Reihenrest erhalten wir

S () S0 ) ()

—_—
Ty

der Reihenrest konvergiert gegen Null.
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(b) Ist die Reihe
>
— k+1
konvergent oder divergent? Fiir die Glieder ay der Reihe gilt
k .
ar=-———>1#0 bei k— oo.

T k41

Also ist (kiﬂ) keine Nullfolge und mit dem notwendigen Kriterium folgt,

dass die Reihe Y27, 725 divergent ist.

Als Anwendung des notwendigen Kriteriums untersuchen wir jetzt das kom-
plette Konvergenzverhalten der geometrischen Reihe.

Satz 3.4.3 Die geometrische Reihe > 1o q" ist konvergent falls |q| < 1 und
divergent fiir |q| > 1. Im konvergenten Fall gilt

> 1

Yot =r—  d <.
—q

k=0

Beweis. Fiir |¢| > 1 ist (¢¥) keine Nullfolge (Satz 2.10.1), also ist die Reihe
divergent. Die Konvergenz und den Grenzwert 1%(1 im Fall |g| < 1 haben wir in
3.2 schon gezeigt. O

3.5 Reihen mit positiven Gliedern

Reihen mit positiven Gliedern, also Reihen Y ;7  ax mit a; > 0 fiir alle k €
NN, haben ein besonders einfaches Konvergenzverhalten: entweder ist die Reihe
konvergent oder sie divergiert bestimmt nach oo:

Satz 3.5.1 Seien alle ar, > 0. Dann gilt:

(a) Y peoax ist konvergent genau dann, wenn es ein M € R gibt mit

> ap <M firalle neN, (3.9)
k=0

d.h. wenn die Reihe beschrinkt ist.

(b) Ist die Reihe nicht beschrinkt, dann divergiert sie bestimmt nach oo,
o0
Z ap = 0.
k=0

Beweis. Aus a;, > 0 folgt, dass die Folge der Teilsummen s, = Y _;'_, aj mono-
ton wachsend ist. Nach dem Monotoniekriterium fiir Folgen 2.14.1 ist dann (s,,)
und damit die Reihe konvergent, wenn (s,,) beschrinkt ist, wenn also (3.9) gilt.
Im anderen Fall ist (s,) wachsend und unbeschriinkt, und somit gilt s,, — oo,
d.h. die Reihe divergiert bestimmt nach oo. O
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Zusammengefasst gilt fiir Reihen mit positiven Gliedern aj > 0:

oo o0
Z ar konvergent <= Zak < 00
k=0 k=0

.h. ap < eihe beschrankt
dh > M (Reihe beschriinkt)
k=0

dh. Y ax <M firallen (M fest)
k=0

Beispiel 3.5.2 (a) Wir beweisen jetzt die Konvergenz der Reihe
— 1
> s
k=0

aus 3.1. Dazu wollen wir (3.9) zeigen, d.h. wir suchen eine obere Schranke
M der Reihe. Wir schétzen dafiir die Teilsummen s,, geschickt nach oben
ab. Fiir k£ > 2 gilt

1 1 k—(k—1) 1 1

< = = .
k(-1 k(k—1) k-1 k&

Setzten wir diese Abschéiitzung in die Teilsumme s,, ein, ergibt sich

"1 1 " 1 1
S"Z_:Iﬁ1+zl<:2§1+z<k—1k)

A S A W N A S S A U A B |
- 1 2 2 3 3 4 n—1 n
1 n n

Das sich in obiger Rechnung alle benachbarten Terme der Klammern auf-
heben und nur der erste und letzte Term der Klammern stehenbleibt,
nennt man auch ,, Teleskop-Summe“. Wir haben also gezeigt, dass s, < 2
fur alle n, d.h. M = 2 ist eine obere Schranke der Reihe. Damit ist die
Reihe konvergent und es gilt auflerdem

<1
Zﬁgz
k=0

7_|_2

Zur Erinnerung: In Abschnitt 3.1 haben wir erwéhnt, dass > - ; 1%2 =%

gilt. Tatséchlich ist %2 = 1.644... < 2, was also mit unserem Ergebnis
itbereinstimmt.

(b) Jetzt untersuchen wir die harmonische Reihe

i1—1+1+1+1+ (3.10)
kzlk_ 2 3 4 '
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Wir zeigen, dass diese Reihe divergent ist, also

Wir gehen dhnlich vor wie eben, wollen aber jetzt zeigen, dass die Reihe
unbeschrinkt ist, dass also die Teilsummen s,, grofler werden als jede Zahl.
Dazu schitzen wir die Teilsumme fiir n = 2™ geschickt nach unten ab:

52m:1+1+1+...+i
2 3 2m
:1+1+(1+1)+(1+...+1>+ +< S -
2 3 4 5 8 2m=1 1 2m
1

S R e A S
>1ts+(3tg) gt tg) et tam

T B
TR gm — TG
1 1 1
2 2 2

Die Klammern laufen hier jeweils bis zur néchsten vollen Zweierpotenz
im Nenner, 4 = 22, 8 = 23, u.s.w. bis 2. Die Anzahl Summanden pro
Klammern ist dabei immer die n#chst kleinere Zweierpotenz. Aus der
Abschétzung folgt

m .
52m21+§—>oo bei m — oo,

d.h. die Teilsummen s,, sind unbeschrénkt, d.h. die Reihe divergiert. Man
kann auch so schlieflen:

00
k=1

Weil 14 % beliebig gro8 wird, folgt Y orey % = 00.

>1+ fiir jedes m € N.

m

2
=>>
k

1

m
2

el
E

Beachte: Nach dem notwendigen Kriterium Satz 3.4.1 gilt

oo
Zak konvergent = ap — 0.
k=0

Die umgekehrte Implikation ist aber falsch, d.h.
ar —>0 % Zak konvergent.
k=0

Das Kriterium ist also nur notwendig und nicht hinreichend. Dies zeigt die
harmonische Reihe, denn hier gilt

1 1
ak =7 — 0, aber ; = divergent.
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3.6 Absolute Konvergenz

Im Gegensatz zu Reihen mit positiven Gliedern, die wir im letzten Abschnitt
betrachtet haben, ist die Frage der Konvergenz bei Reihen mit Gliedern a; € R,
die auch negativ sein konnen, im Allgemeinen schwieriger zu beantworten. Hier
hilft die Eigenschaft der absoluten Konvergenz:

Ein Reihe Z;io ar mit ap € R heifit absolut konvergent, wenn die Reihe
der (Absolut-)Betriige Y7~ |ax| konvergent ist. Da >".~|ax| eine Reihe mit
positiven Gliedern ist, ist also Z,;“;O ay, absolut konvergent genau dann, wenn
die Reihe der Betrdge beschréankt ist,

o0
Z lak| < 0.
k=0

Absolute Konvergenz impliziert die Konvergenz der Reihe:

Satz 3.6.1 Ist die Reihe Y -, aj absolut konvergent, dann ist sie auch kon-
vergent. Auflerdem gilt dann

> o

k=0

Dau (3.11)

Beispiel 3.6.2 Die Reihe

o (-1)*

>

k=1
hat auf Grund des alternierenden Vorzeichens (—1)* abwechselnd positive und
negative Glieder. Die Reihe ist absolut konvergent, denn

=1

k=1

(o]

k=1
Damit ist die Reihe Y -, ) insbesondere konvergent, und es gilt auflerdem

§| S e

k=1

Fiir den interessierten Leser geben wir hier noch den Beweis von Satz 3.6.1
an. Er beruht auf dem Cauchykriterium fiir Folgen.

Beweis von Satz 3.6.1. Um zu zeigen, dass die Folge der Teilsummen s, =
> r_o ax konvergiert, zeigen wir die Eigenschaft (2.7) des Cauchykriteriums fiir
die Folge (sy). Fiir m > n gilt

n m (%) m e}
m = snl = Doar[=| 2 arl = D> lal< ) lail.
k=0 k=n-+1 k=n+1 k=n-+1

Im Schritt () haben wir mit der Dreiecksungleichung den Betrag in die Summe
gezogen. Da Y 7o lai| < co konvergiert, konvergiert nach 3.4.1 der Reihenrest
> hen1 lax| fiir n — oo gegen 0. Also gibt es zu € > 0 ein no mit

oo

Z lak| < e fir alle n > nog,
k=n+1
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und daraus folgt dann
[$m — $n| <& fiir alle m >n > ng.

Nach dem Cauchykriterium 2.15.1 konvergiert somit die Folge (s,) und daher
auch die Reihe ). ; aj. Die Abschitzung (3.11) folgt dann aus der Dreiecks-
ungleichung fiir die endliche Summe

n

<D laxl:

k=0

>

k=0

n

beim Ubergang n — oo. O

3.7 Majoranten- und Minorantenkriterium

Wir lernen jetzt mehrere Kriterien kennen, mit denen man die absolute Konver-
genz einer Reihe iiberpriifen kann. Das erste ist das Majorantenkriterium, Teil
(a) des néchsten Satzes; Teil (b) heifit Minorantenkriterium.

Satz 3.7.1 (a) Gilt |ax| < by fir alle k € N und ist die Reihe Y oo by
konvergent, d.h. Y ;- (b, < oo, dann ist Y, ax absolut konvergent und

es gilt
o0 o0 (o)
Zak < Z lag| < Zbk-
k=0 k=0 k=0

Die Reihe Y- b, heift Majorante der Reihe Y - ax.

(b) Istar > by >0 und >y, by = oo divergent, dann ist auch Y oo, ar = 00
divergent. In diesem Fall ist Y- by, Minorante von Y po .

Beweis. Im Fall (a) folgt aus |ax| < by sofort

oo o0
S foul Y <0
k=0 k=0
und damit die absolute Konvergenz von Y - ax. Bei (b) gilt wegen ax > by,
oo oo
DT SIS
k=0 k=0

und somit Y po ja = oc. O

Beispiel 3.7.2 Ist die Reihe

=

© (_1)k —
2 e (3.12)

konvergent oder divergent? Um eine Vermutung fiir die Antwort zu bekommen,
betrachten wir zunéchst das Verhalten der Reihenglieder

(-1*- 4

%= e
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fiir groe Werte von k. (—1)* ist abwechselnd +1 und —1, wozu dann 1 hin-
zuaddiert wird, was aber gegen 0 konvergiert, also fiir grole k gegeniiber +1
vernachlassigt werden kann. Genauso spielt fiir grofle & die Addition von 1 ge-
geniiber k2 kaum eine Rolle. Fiir grofie k& verhalten sich also die Reihenglieder

wie (—k12)’€' Da die Reihe der Betrdge davon, Z;’;l k—lg, konvergiert, vermuten
wir also, dass die Reihe (3.12) absolut konvergiert. Diese Vermutung zeigen wir
nun mit dem Majorantenkriterium. Dazu betrachten wir die Reihe der Betréige
von (3.12) und versuchen durch Abschétzung nach oben zu einer konvergenten
Majorante zu gelangen:

S U s s
k2+1 k24+1 — k241 k241
k=1 k=1 k=1

—k:IkQ—i_l_k:Ik2 k_1k2

e

Also ist die Reihe >~ 77 | 1722‘ eine konvergente Majorante. Damit ist ) -, e

absolut konvergent, also auch konvergent.

Als weiteres Beispiel untersuchen wir jetzt die Reihe
oo

auf Konvergenz. Wir wissen schon (Beispiel 3.5.2), dass die Reihe fir @ = 1
divergiert (harmonische Reihe!) und fiir o = 2 konvergiert (Reihe mit 7).
Mit Hilfe des Majoranten- und Minorantenkriteriums kénnen wir daraus jetzt

Aussagen fiir andere Werte von « erhalten:

(a>0)

w‘H

Satz 3.7.3 Die Reihe > -, k% ist konvergent fir o > 1 und divergent fiir
0<a<1. FEsgilt also

ii {<oo falls a>1,

k:lka =00 falls 0<a<1.

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall 0 < o < 1: Aus a < 1 folgt
k*<k'=k fir k>1.

Fiir a = % zum Beispiel ist k% = k2 = vk < k. Fiir allgemeine Werte von «

folgt die Ungleichung aus der Monotonie der Exponentialfunktion. Aus k¢ < k
folgt nun weiter

Y
| =

1
T
=1 =1
ez

Also ist nach dem Minorantenkriterium Zzil Fa = 00 divergent wenn o < 1.

und damit
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Im Fall a > 2 gilt k* > k2. Dann gilt

11 °°1°°1
REE T XmsliE e

Somit ist Y o, /?12 eine konvergente Majorante und Y-, k% < oo konvergent.

Den noch fehlende Fall 1 < o < 2 konnen wir so nicht behandeln. Denn
da wir nur die Konvergenz fiir o = 2 aus Beispiel 3.5.2(a) kennen, muss die
Reihe mit o = 2 die Majorante sein, und k% < k—lz gilt nur bei a > 2. Mit dem
Integralkriterium (Satz 3.10.1) werden wir spéter aber auch noch den fehlenden
Fall beweisen. O

3.8 Quotienten- und Wurzelkriterium I

Die vielleicht wichtigsten Kriterien zur Uberpriifung einer Reihe auf (absolute)
Konvergenz, sind das Quotienten- und das Wurzelkriterium. In diesem Abschnitt
schauen wir uns eine vereinfachte Version dieser Kriterien an. Die allgemeine
Variante zusammen mit einem Beweis folgt in den néchsten Abschnitten.

Satz 3.8.1 (Quotientenkriterium) Sei Y ;- ai eine Reihe mit aj, # 0 fiir
alle k. Existiert der Grenzwert

. Q41
b= lim * ‘
k—ool ag

so gilt

(i) b<1 = > .2, ar absolut konvergent,

(ii) b>1 = > 72, a divergent.
Satz 3.8.2 (Wurzelkriterium) Sei Y ;" aj eine Reihe. Ezistiert der Grenz-
wert

b= lim {/|ay]|
k—o0

so gilt

(i) b<1 = > 2, ar absolut konvergent,

(ii) b>1 = > .2, a divergent.

Beachte: Bei beiden Kriterien ist im Fall b = 1 keine allgemeine Aussage iiber
die Konvergenz der Reihe méglich. D.h. abhéingig von der konkreten Reihe kann
diese konvergent oder auch divergent sein.

Beispiel 3.8.3 Wir wollen die Reihe

> (=2
>

k=0

k

auf Konvergenz untersuchen und benutzen dazu das Quotientenkriterium. Das
Reihenglied ist
(—2)*

k!

ak =
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Fiir das Quotientenkriterium berechnen wir zunichst |%|

apr| (=R k| (—2) K| | -2 ] 2
ar | | (k+1D! (=2)F| k+D!  |k+1| E+1
Fiir den Grenzwert erhilt man dann
b= lim |2+ = Jim = —,
k—ool ag k—oo k+1

also b < 1. Somit folgt, dass die Reihe (absolut) konvergiert.

3.9 Quotienten- und Wurzelkriterium 11

Beim Quotienten- und Wurzelkriterium in der Version des letzten Abschnitts
berechnet man einen Grenzwert (Limes des Quotienten bzw. Limes der n. Wur-
zel). Das dieser Grenzwert existiert, war dabei eine Voraussetzung des Krite-
riums. Wir wissen aber aus dem Kapitel iiber Folgen, das Grenzwerte (auch
uneigentliche) nicht unbedingt existieren miissen, z.B. bei Folgen mit mehreren
Hiufungswerten. In diesem Abschnitt lernen wir die allgemeine Variante des
Quotienten- und Wurzelkriteriums kennen, die ohne Grenzwert auskommt.

Satz 3.9.1 (Quotienten- und Wurzelkriterium allgemein) Gibt es Zah-
len 0 < q <1 und ko € N sodass

(a) ax # 0 und ’%’ < q fiir alle k > kg, oder
k
(b) /|ak| < q fiir alle k > ko,
dann ist Y - ax absolut konvergent.

Beweis. Wir zeigen das Wurzelkriterium Teil (b), das Quotientenkriterium (a)
beweist man dhnlich. Aus der Voraussetzung {/|ay| < ¢ folgt

\ak|§qk fir k> ko

und damit
o0 o0 oo 1
k k _
E |ay| < E q < E T =1 < 00.
k=ko k=ko k=0

Beim Schritt vom Reihenanfang k = kg zu k = 0 haben wir ¢ > 0, und dann im
letzten Schritt ¢ < 1 fiir die Konvergenz der geometrischen Reihe benutzt. Es
gilt also 37,2, “|ax| < oo, woraus dann auch

o0

Z|ak| < oo

k=0

folgt, da hier ja nur endlich viele Summanden am Anfang der Reihe hinzukom-
men. Somit ist die Reihe Y 72 ai absolut konvergent. ]

Beachte:
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(a)

Die ,,Limes“-Versionen des Quotienten- und Wurzelkriteriums (Satz 3.8.1
und 3.8.2) ergeben sich als Konsequenz aus der allgemeinen Variante.

Wenn z.B.
Gk41

lim ’
k—ool ag

’:b<1

gilt, dann kann man irgendein ¢ zwischen b und 1 wéhlen, d.h. g € |b, 1].
Aus ’%| — b folgt dann ‘%| < g wenn k gro genug ist, also fiir alle
k > ko mit kg hinreichend grof3. Anschaulich:

Ak+1
k— o0 Ak
1 1 -l/ 1
T T T
b q 1

Im Fall ¢ = 1 ist auch in der allgemeinen Variante wie zuvor in den Limes-
Versionen keine Aussage moglich iiber die Konvergenz moglich. Der Beweis
funktioniert fiir ¢ = 1 nicht, weil in dem Fall die geometrische Reihe nicht
konvergiert.

Jedoch erhélt man die Divergenz der Reihe wenn

‘%H’Zl oder {/lap| > 1 fiir alle k > ko,

ag

denn dann kann (a) keine Nullfolge sein. (Bei der Divergenz ist der Fall
1 hier also erlaubt.)

Es stellt sich nun die Frage, welches der bisherigen Kovergenzkriterien fiir
Reihen man im konkreten Fall benutzen soll. Dazu ein paar Hinweise:

Quotienten- und Wurzelkriterium sind (relativ) einfach anzuwenden und
fithren oft zum Ziel.

Das Quotientenkriterium bietet sich bei Reihen an, die Ausdriicke mit Fa-
kultdten enthalten. Im Quotienten GZ% kann man dann immer kiirzen.
Das Wurzelkriterium ist dagegen schlecht anzuwenden, da man Grenzwer-
te, die v/k! enthalten, nur schwer ausrechnen kann.

Kommen in der Reihe Terme mit k* oder &hnliches vor, aber keine Fa-
kultédten, dann ist das Wurzelkriterium gut geeignet.

Wenn das Quotientenkriterium keine Entscheidung iiber die Konvergenz
liefert (Fall b = 1), dann fithrt meist auch das Wurzelkriterium zu keiner
Entscheidung, und umgekehrt. In diesem Fall ist hdufig das Majoranten-
oder Minorantenkriterium erfolgreich.

Das notwendige Kriterium 3.4.1 zur Konvergenz ist sehr einfach anzuwen-
den (konvergiert ar — 07), kann aber nur die Divergenz zeigen: Wenn
ay, /7> 0, dann ist die Reihe divergent.

Beispiel 3.9.2 Wir untersuchen folgende Reihen auf Konvergenz:
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)3k
= (=F)
Der Term (—k)3* legt das Wurzelkriterium nahe:

S 6k - 6k Ek3 6k VKB
|ax| = 1)3k . kBk E3k sk
6(VEk
= (;:C) —-0<1 fir k— o0

denn lim k — 0o4/k = 1. Die Reihe ist damit (absolut) konvergent.

(b)

& 21@71

kZ:I (k+1)2

Wir benutzen das Quotientenkriterium:

2k (k+1)*  2(k+1)?
T (k422 21T (k+2)2

Q41
ag

k+

—1

k+1\°
:2<+2> —2>1 fir k— oo,
N——"

die Reihe divergiert also. Mit dem Wurzelkriterium miisste man folgen-
dermaflen argumentieren:

. 2k—1 2k 2
Vil = \/k+1 \/(k+1)2_¢y§(k/f+1)2

1< VE+1<V2k=V2-VEk—1 fir k— oo
folgt nach dem Sandwich-Lemma ¢k + 1 — 1 und somit
2 2
\k@(kk—l—l)Q - 1-12
also wieder Divergenz. Man sieht auch, dass hier das Wurzelkriterium
etwas aufwéndiger ist als das Quotientenkriterium.

Aus

Vlax| = =2>1,

(c)
e
=2
Wir versuchen zunéchst das Quotientenkriterium:
agp41| (—1)k+1 k3 —k B k3 —k
ar | |(E+13—(k+1) (D] (k+13—k-1
=) 1- %

T 11 1Y) (1 i1 b
B+ k) (+d) - F &
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also

Q41
ag

b= lim =1.

k—o0

Das Quotientenkriterium liefert damit keine Aussage. Fiir das Wurzelkri-
terium ergibt sich zuerst

1
k —
Vax| = UK — &

Dann gilt

Vi —k= e (1- 2 :(\k/E)?’.{"/pi.
k2 ~— k2
—1

Fiir den Grenzwert der zweiten Wurzel braucht man wieder ,,Sandwich“:
Fiir k> 2 gilt 1 — % > 2 und damit

4
\f< 1—ﬁ§\/1:1.
~—~

—1 bei k—oo

Mit dem Sandwich-Lemma folgt also

1

lim {/1—-— =1
el k2
und somit
1
li Y =1 =1.
Y
k

Also liefert auch das Wurzelkriterium keine Aussage. Wir kénnen aber
das Majorantenkriterium erfolgreich verwenden. Beachte dazu, dass sich

fiir grofle k& die Betriige der Reihenglieder |(1;31—)1: | wie 1%3 verhalten. Da
> % konvergent ist (Satz 3.7.3, & = 3 > 1), versuchen wir jetzt unsere

Reihe nach oben gegen die Reihe > k%, abzuschétzen:

(k|1 1 _1_ 4
KB —k| K-k T\ =33 353
k3(1—ﬁ 4
N——
>3 (k>2)

Daraus folgt

[oe] 71 k
I r

k=2

4 X1

Also ist die Reihe nach dem Majorantenkriterium absolut konvergent.
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3.10 Integralkriterium

In diesem und dem néchsten Abschnitt folgen nun zwei Kriterien, die auf Reihen
mit einer bestimmten Struktur anwendbar sind. Beim folgende Integralkriterium
sind das Reihen mit positiven, monoton fallenden Gliedern.

Satz 3.10.1 Seiay, = f(k) fiir k > 1 wobei die Funktion f : [1,00[— R mono-
ton fallend und positiv ist, f(x) > 0. Es gilt dann

0 e}
/f(a:)dx <oo = Zak < oo konvergent.
1 k=1

Beweis. Wir betrachten Rechtecke der Breite 1 unterhalb des Graphen von f,
die (k, ax) als einen Eckpunkt haben:

ai

az

!
|
-
|
|
|
|
|
|
!
|
T
2

1

Das Rechteck zwischen z = k — 1 und & = k hat die Ho6he a;, somit ist sein
Fldcheninhalt gleich 1 -ay = ar = f(k). Die Summe aller Rechtecksflichen fiir
k > 2 ist dann 21?;2 ag. Diese Summe ist kleiner als die Flache unterhalb des
Graphen von f im Intervall [1,00[, also

ar < | f(z)dz < oc.
2o

Damit gilt auch Y 77 | ai < oo. O
Als Beispiel fiir das Integralkriterium zeigen wir jetzt die Konvergenz der

Reihe Y07, k% fiir alle « > 1, vergleiche Satz 3.7.3. (Dort hat uns noch der
Fall 1 < a < 2 gefehlt.)

Beispiel 3.10.2 Wir betrachten die Reihe

[e%S)

L fii 1
Z kia ur o > 1.
k=1
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Hier ist also ar = 1% Mit der Funktion

f) ==

gilt dann ap = f(k). Die Funktion f ist monoton fallend und es gilt f(z) > 0.
Fiir das Integral berechnen wir

1 e 1 o -1 I
/ —dzr = / T %dx = {x_‘”l] = [ . —1]
; ze 1 —a+1 1 a—1 x¢ 1

O T S U W B
= shvoo a—1 z0-1 a—1) a-1 oo
—

Beim Grenzwert  — oo im letzten Schritt haben wir

1
a>1 = a-1>0 = 2500 = — 50

xa—l

1

benutzt. Mit Integralkriterium erhalten wir also die Konvergenz >, | 7=

der Reihe.

< 0

3.11 Alternierende Reihen

Eine Reihe mit abwechselnd positiven und negative Gliedern heifit alternierend.
Die Reihe

o
Z(—l)kak =qp—a1+ay—as+aqs—...
k=0

mit positiven Zahlen a; > 0 ist also alternierend.

Satz 3.11.1 (Leibniz-Kriterium) Ist die Folge (ax)ren eine monoton fallen-
de Nullfolge, dann ist die alternierende Reihe Y 5o ,(—1)*ay konvergent.

Beachte: Fiir das Leibniz-Kriterium spielt es keine Rolle, ob die Reihe mit
einem positiven oder einem negativen Glied beginnt. Denn Y ; ((—1)*a) kon-
vergiert genau dann, wenn

o0 o0
Z(—l)k+1ak = — Z(—l)kak =—ap+aL—as+az—...
k=0 k=0

konvergiert.

Beispiel 3.11.2 Ein wichtiges Beispiel einer alternierenden Reihe ist die alter-
nierende harmonische Reihe

= 1 11 1
B ) ARy [ A 1
D (D S+3-1+ (3.13)

k=1
Die zugehorige Folge ist hier also

1

ap — %
Weil (4)5>1 monoton fallend und eine Nullfolge ist (£ — 0), ist die alternierende
harmonische Reihe (3.13) also nach dem Leibniz-Kriterium konvergent. Ihren

Grenzwert werden wir im Kapitel zu Taylorreihen berechnen.
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Bemerkung: Die alternierende harmonische Reihe ist {ibrigens auch ein Bei-
spiel fiir eine konvergente Reihe, die nicht absolut konvergent ist. Denn die Reihe
der Betréige ist hier die harmonische Reihe und damit divergent:

S
k=1 k=1

Zum Abschluss geben wir hier noch eine Begriindung dafiir, warum die alter-
nierende harmonische Reihe konvergiert.> Wir betrachten die Teilsummen der
Reihe, also

=00 (harmonische Reihe)

el

n

1
Sp = Z(il)kprl%v

k=1

abwechselnd fiir gerade und ungerade n.

81:]. 82:1—*
71+ f}+1 — 1f} + lfl
5= 273 5= 2 31
RS G Y SR R N N D
%5 = 273 175) 7 2 31 56

Die Klammern haben wir hier zur Veranschaulichung eingefiigt: Fiir die s, mit
ungeradem n auf der linken Seite ist jede Klammer negativ (weil die % monoton
fallen!) Jedes néchste ungerade s, ist also kleiner als das vorangehende,

812832852 ...

Bei den s, mit geradem n rechts ist jede Klammer positiv, also wachsen die
geraden s,,,
82 <84 <8< ...

AufBlerdem ist jedes gerade s,, kleiner als das vorangehende ungerade s,,_1, denn
es kommt ein negatives Glied hinzu. Z.B. ist sg < s5. Zusammen erhalten wir
fiir die Glieder s; bis sg also

89 < 84 < 56 < 85 < 83 < 81,

Da aber jedes gerade so,, kleiner als das vorangehende ungerade so,,—1 ist, und
m beliebig grof3 werden kann, haben wir tatséchlich

59 <83 <856 <+ X8y Sve e < vv s K8 Sov s <55 <3 <8

D.h., die geraden ss,, wachsen, sind dabei aber immer kleiner als die ungeraden
Som—1, die wiederum fallen. Jetzt schauen wir uns den Abstand zwischen ss,,
und S9,,_1 an, er ist

SR R oty !
S2m—1 = S2m =17 g om —1 2 om—1_ 2m
1

2m’

3Der allgemeine Beweis des Leibniz-Kriteriums lauft ganz analog.
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Der Abstand konvergiert also gegen 0 (denn % ist eine Nullfolge!) Damit zie-
hen sich also die geraden und ungeraden s,, auf einen Punkt s zusammen. (Das
ist wieder eine Intervallschachtelung, wie schon bei Satz 2.6.2 beschrieben.) Al-
so konvergieren die Teilsummen s, gegen s, d.h. die Reihe konvergiert und
ihr Grenzwert ist s. Insgesamt ist die Anordnung der Teilsummen s, und des
Grenzwerts s damit

82 X84 <86 < - <89y S <8< < S So- <85 <83 <81

3.12 Umordnung von Reihen

Eine Umordnung einer Reihe bedeutet die Anderung der Reihenfolge ihrer Sum-
manden. D.h. die umgeordnete Reihe enthélt die gleichen Glieder wie die Aus-
gangsreihe, nur ihre Anordung innerhalb der Reihe ist anders. Eine mo&gliche
Umordnung der Reihe

o0
Zak:a0+a1+a2+a3+...
k=0

ist etwa
ap+ a1 +az+ax+as+ar+ag+ag+a +azt+as+art+ag+ ...

Hier folgt also auf das erste Reihenglied mit geradem Index ag die ersten zwei
Glieder mit ungeradem Index a; und a3, dann das n#chste gerade Glied asg,
dann die néchsten drei ungeraden Glieder as, a7, ag, dann das néchste gerade
a4, dann die néchsten vier ungeraden a1 bis a7, u.s.w.

Spielt die Reihenfolge der Glieder einer Reihe eine Rolle. Oder kann sich
bei einer Umordnung die Konvergenz oder der Grenzwert einer Reihe &ndern?
Naiv wird man vermuten, dass das nicht sein kann. Schliefflich ist die Addition
kommutativ, d.h. a + b = b + a, die Reihenfolge spielt bei der Addition keine
Rolle. Das ist richtig fiir die Addition endich vieler Zahlen. Bei Reihen haben
wir aber die Addition von unendlich vielen Zahlen, und in diesem Fall kann sich
der Grenzwert der Reihe bei einer Umordnung tatséchlich &ndern!

Die absolute Konvergenz einer Reihe entscheided dabei dariiber, ob sich der
Wert der Reihe bei Umordnung dndert, oder nicht. Es gilt:

e Ist die Reihe Y ;- a) absolut konvergent, so bleibt der (Grenz-)Wert der
Reihe bei jeder Umordnung gleich.

e Ist die Reihe > .-, ax konvergent, aber nicht absolut konvergent, dann
dndert sich der Reihenwert bei einer Umordnung im Allgemeinen. Die
Reihe kann durch die Umordnung sogar divergent werden.

Dieses iiberraschende Phianomen illustrieren wir nun an der alternierenden
harmonischen Reihe. Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, ist diese
Reihe konvergent, aber nicht absolut konvergent.

Beispiel 3.12.1 In der urspriinglichen Anordnung von (3.13) ergibt sich fiir
den Wert der alternierenden harmonischen Reihe

o0

1 1 1 1 1
)R =l 42— =0.69314... 14
;;)( ) st3- 1t 0.693 (3.14)
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Wir betrachten jetzt folgende Umordnung der Reihe: Wir addieren zuerst die
beiden positiven Glieder 1 und %, dann das erste negative Glied —%, dann die
néchsten beiden positiven, dann das n#chste negative Glied, u.s.w. Die umge-
ordnete Reihe und ihr Grenzwert ist dann

I+ —cHoto—ct-t———~+...=1.0397... (3.15)

Durch direktes Ausrechnen der Summen in (3.14) und (3.15) lassen sich die
beiden verschiedenen Grenzwerte leicht bestétigen. (Versuchen Sie es!) Eine
theoretische Begriindung der Anderung des Grenzwerts bei Umordnungen ist
schwieriger. Sie beruht darauf, dass die Reihen iiber die positiven bzw. negati-
ven Glieder fiir sich allein jeweils divergieren,

11
14+ o4 4 =00, ——— ... = —o0.
tytst o 2 41 6 >0

Damit lasst sich z.B., egal wieviele positive Glieder bis zu einem bestimmten
Punkt der umgeordneten Reihe schon benutzt wurden, durch die restlichen po-
sitiven Glieder in der Summe immer noch ein beliebig hoher positiver Wert er-
reichen. Wie hoch dieser Wert dann letzlich wird, hangt davon ab, wie ,,schnell“
die negativen Werte in der Umordnung folgen.

3.13 Die Cauchyproduktformel

Fiir das Produkt zweier Reihen gilt die folgende sogenannte Cauchyproduktfor-
mel. Voraussetzung fiir die Formel ist dabei die absolute Konvergenz der Reihen.

Satz 3.13.1 Sind Y ;- ar und Y ;- br absolut konvergent, dann gilt

<i ak> . <i bk> = i ¢, mit ¢, = zn:an,kbk.
k=0 k=0 k=0

n=0
Die Produktreihe "y cx ist dabei wieder absolut konvergent.

Eingesetzt gilt also fiir das Produkt zweier absolut konvergenter Reihen die

n=0 k=0

Die Cauchyproduktformel kommt folgendermaflen zustande. Bildet man for-
mal das Produkt der beiden unendlichen Reihen, so erhélt man zunéchst

(Z ak> . (Z bk> = a()bo —+ a(]bl + a0b2 + a0b3 —+ ...
k=0 k=0

+a1b0 + a1b1 + a1b2 + a1b3 —+ ...
+asbg + asb1 + agby + asbs + . ..
+asby + asby + ...
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In der entstehenden unendlichen Summe ,;in Matrixform* betrachten wir nun
nach rechts aufsteigende Diagonalen von der linken Spalte zur oberen Zeile,
beginnend mit dem einzelnen Summanden agbg in der linken oberen Ecke:

co = agpbo,

c1 = arbg + agby,

co = agby + a1by + apba,

c3 = agbg + azb1 + a1bs + agbs,

allgemein

n
Cn = apby + ap_1by +--- + agb, = Zanfkblw

Die unendliche ,Matrixsumme® lédsst sich somit als Z;O:O ¢pn, schreiben, wobei
wir die urspriingliche Reihenfolge der Summation geéindert haben, was aber
aufgrund der absoluten Konvergenz erlaubt ist. Wir erhalten damit

(Lo) (Zn) -2
k=0 k=0 n=0
also genau die Produktformel aus Satz 3.13.1.

3.14 Die Exponentialreihe

Wir lernen jetzt eine Reihe kennen, iiber die man die Exponentialfunktion e”
definieren kann.
Fiir z € R heifit

23
exp(z Zk|—1+x+2+3+

Ezponentialreihe. Diese Reihe hingt also von der Zahl z € R als Parameter ab,
ghnlich wie die geometrisch Reihe von ¢ abhéngt.

Wir untersuchen die Reihe zuerst auf Konvergenz und benutzten dazu das
Quotientenkriterium:

AR
B ‘(k+1)! zk

Ak+1
Qg

= —_— 1 fur k .
] k+1—>0< ur — 00

e

Die Exponentialreihe .2 "’”k—): ist also immer absolut konvergent, unabhéngig
vom Wert von « € R. (Man beachte den Unterschied zur geometrischen Reihe,
wo die Konvergenz von ¢ abhéngt.)

Im néchsten Kapitel iiber Taylorreihen werden wir sehen, dass die Exponen-
tialreihe exp(z) genau die Exponentialfunktion e* darstellt, d.h. es gilt exp(z) =
e®. Damit gilt speziell

001
= —_1
e = exp(1l kE:k + 5 +2'+3+

Man kann die Eulerzahl e also auch durch eine Reihe darstellen — eine Folge,
die gegen e konvergiert, hatten wir in Beispiel 2.14.2 kennengelernt.
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Anwendung: Hiufig definiert man e* durch die Exponentialreihe exp(z). Man
muss dann mit Hilfe der Reihe alle Eigenschaften der Exponentialfunktion e®
beweisen. Als Beispiel machen wir das fiir die Potenzrechenregel e*t¥ = e% - €Y.
Wir benutzen dazu die Cauchyproduktformel:

e’ e¥ =ex (m)-ex()—im—k iﬁ
k=0 k=0
= T "ty
i (R R A Kl (n — k)]

Il
[]¢
A
N
> 3
8
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o
<
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Il
3
i[]8
S|=
=
NNgb
7N
> 3
N———
8
3
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<
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I
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Il
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&
=
B
+
s
I
o]
8

Hier haben wir die Definition des Binomialkoeffizienten (}) aus (1.8) sowie den
allgemeinen binomische Satz 1.6.1 benutzt.



Kapitel 4

Taylorentwicklung und
Potenzreihen

Bei der Taylorentwicklung wird eine beliebige gegebene Funktion durch einfache
Funktionen, die Taylorpolynome, angenéhert, also approximiert. Geht man von
Taylorpolynomen zur Taylorreihe iiber, kann die gegebene Funktion sogar (in
einem gewissen Bereich) exakt dargestellt werden. Taylorreihen sind eine spe-
zielle Form von Potenzreihen, das sind Reihen, die Potenzen x™ beliebig hohen
Grades enthalten.

Hinweis: In den alten Mathematik A&B Skripten finden sie den Stoff dieses
Kapitels im Skript Mathematik B, Kapitel 4.

4.1 Taylorpolynome
Es sei eine differenzierbare Funktion
fila, b= R

gegeben. Die Funktion f(x) ist also definiert fiir « € |a, b[, d.h. ihr Defnitions-
bereich ist das offene Intervall ]a, b,

Dy =la,b[={r € R|a <z <b}.

Uunser Ziel ist, die Funktion f in der Nihe eines Punktes xg € ]a, b[ moglichst gut
durch ein Polynom p anzunihern (zu approximieren), siche Abbildung 4.1. Um
das zu erreichen, sollte p im Punkt xy denselben Funktioneswert wie f haben,
also p(xo) = f(zg). Auflerdem sollte die Steigung von p und f in x gleich sein,
d.h. p'(z0) = f'(x0). Um eine noch bessere Approximation zu erhalten, sollte
auch die Kriimmung beider Funktionen in z( gleich sein; da die Kriimmung
durch die zweite Ableitung gegeben ist, sollte also auch p”(zg) = f"(xo) gel-
ten. Man kann so immer hohere Ableitungen einbeziehen und erhilt damit eine

69
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Zo

Abbildung 4.1: Approximation von f durch Taylorpolynom p

immer bessere Annéherung:
p(zo) = f(x0)
p'(xo0) = f' (o)
p"(wo) = f"(z0)

™ (x0) = £ (o) + n. Ableitung
Dies sind n 4+ 1 Bedingungen an das Polynom p, kurz
pFN(@o) = f®(xo) fiir k=0,1,...,n. (4.1)

Dabei ist f(O(x) = f(z), sozusagen die ,,0. Ableitung“. Da ein Polynom n.
Grades genau n + 1 Parameter hat, kann man durch die obigen Bedingungen
ein Polynom n. Grades bestimmen. Dazu machen wir fiir p den Ansatz:

n

p(z) = Zak(w —20)* = ap + a1(z — z0) + az(z — 20)* + ... + an(x — z0)".
k=0

Durch Einsetzen der n+ 1 Bedingung bestimmen wir daraus jetzt die Parameter
ag, - - ., Gy VO P.

pxo) =a0 = a0 = f(xo)
p(z) = i kay(z — 20)F ™Y = a1 + 2a0(z — 20) + . . . + nan(z — x0)" !
= p'(x0) =ZT1 = a1 = f'(z)
p(x) = Z k(k — Dag(@ — 202 = 2a5 + ... + n(n — 1)(z — )"~
e

_ f"(w0)
2

= p’(x9) =2az = f"(xz9) = a2

u.s.w. Allgemein erhélt man

F®) (20)
TR

ag

k=0,1,2,...,n.
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Setzen wir dieses Ergebnis in unseren Ansatz fiir p ein, ergibt sich
n
F®) (o) k
pa) = 3w - wo)
k=0

Dieses Polynom erfiillt also die Bedingungen (4.1); es ist das sogenannte Tay-
lorpolynom:

Definition 4.1.1 Das Taylorpolynom n. Grades von f im Entwicklungspunkt
i) ist

n_ (k)
T (x) = %W(x—xo)k. (4.2)
Ausgeschrieben ist das
" (n)
To@) = f(w0) + £ @o)(w — 20) + L5 o = )2 oo L) (e

Beispiel 4.1.2 Wir berechnen das Taylorpolynom T,(x) der Funktion f(x) =
e” im Entwicklungspunkt xy = 0. Die Ableitungen von f sind

flla)=e"=f"(@) == ).
Im Entwicklungspunkt zy = 0 ist das
FO)='(0) == [ (0) =" =1.

Einsetzen in (4.2) ergibt dann

F(0)

, f//(o) ) )
Tn(x):f(o)"‘f(o)m“l‘Tl‘ +~-~+ng
1 2 1 3 1 n
:1+1’+§JL‘ —}—g,r _|__|_n'x

oder

4.2 Approximationsfehler und Restglied
Unsere Herleitung der Formel fiir das Taylorpolynom suggeriert, dass
f(z) = T,(z) wenn z ,nah“ bei xq ist,
siehe auch Abbildung 4.1. Die Frage ist dann: Wie gut ist die Approximation
von f(z) durch das Taylorpolynom T}, (x) genau? Oder anders gefragt: Wie grof3

ist der Fehler?
Dazu definieren wir zuerst den Approzimationsfehler R, (x),

Ry (z) = f(x) = Ta(2),
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T,
R, (z)
f
vo @
N
h

Abbildung 4.2: Approximationsfehler der Taylorentwicklung

siehe auch Abbildung 4.2. Anders gesagt ergibt sich also die Funktion f(x) als
Summe aus Taylorpolynom und Approximationsfehler,

) (g
f(x) = To(x) + Ru(2) = ) fiw(a: — 20)" + Ry (2). (4.3)

k!
k=0

Man nennt (4.3) auch Taylorentwicklung von f bis zum n. Grad und R, (x) das
Restglied der Entwicklung.

Zur Iustration betrachten wir das Taylorpolynom der Exponentialfunktion
vom letzten Beispiel.

Beispiel 4.2.1 Sei f(z) = e” und z¢ = 0 der Entwicklungspunkt. Das Taylor-
polynom 2. Grades von f ist dann

1
To(x)=142x+ 5:102.

Fiir zwei Werte von x ,nahe“ bei zg = 0 berechnen wir den Approximations-
fehler:

r=0.1: £(0.1) = 1.1051709.. ...
T5(0.1) = 1.105
= Fehler Ry(0.1) ~ 1.7-107*

z=0.05:  f(0.05) =1.0512710...
T5(0.05) = 1.05125
= Fehler R»(0.05) ~2.1-107°

Wir sehen, dass der Fehler tatséichlich recht klein ist, und bei Anndherung an
den Entwicklungspunkt xo kleiner wird. Das Taylorpolynom approximiert die
Funktion also gut.

Wir leiten jetzt eine allgemeine Formel fiir das Restglied R, (z) her. Da-
mit werden wir im n#chsten Abschnitt die Grofle des Approximationsfehlers
abschéitzen, ohne wie eben Funktionswerte ausrechnen zu miissen.
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Satz 4.2.2 (Restglied in Lagrange-Form) Es gilt

Fr(e)

Bn () = (n+1)!

(x — x0)" T (4.4)

Die Zahl £ ist dabei abhdngig von x, xo und n, und es gilt

€ € [xo,x] falls = > o,
€ lx,zo] falls = < xo.

Beweis. Wir beweisen die Formel nur fiir den einfachsten Fall n = 0. Nach dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

/ " P dt = f@) — flao) = f(x) — To(a) = Ro(x).

Aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (Mathematik A) folgt dann

Rolw) = [ F@dt= e —20) 1) = L o -

mit einem £ zwischen x und zq. Dies ist genau (4.4) fiir n = 0. Den allgemeine
Fall beweist man dhnlich mit partieller Integration und vollsténdiger Induktion.
O

4.3 Restgliedabschitzung

Wir schauen uns jetzt an, wie man den Fehler bei der Taylorapproximation
abschétzen kann. Das macht es dann z.B. moglich, aus dem Taylorpolynom
T,.(x) einen Niherungswert fiir die Funktion f(x) zu berechnen.

In der Lagrange-Form (4.4) des Restglieds steht der Ausdruck f(*+9(¢). Da
von £ nur bekannt ist, dass es zwischen x und x( liegt, braucht man eine allge-
meine Abschitzung fiir die Ableitung f(**+1)(z). Wir suchen also eine Konstante
M > 0 fir die gilt

F () < M fiir alle & € [xo,z] falls x>z,
- £ €x,x0] falls z < xo.

Bezeichnen wir mit h = |z — x| den Abstand von x zu ¢, dann folgt aus (4.4)

_ )l

M
- — _ n+1 <
|R, ()] i) |z — o]

7 pntl
~ (n+1)! L

Fiir den Approximationsfehler der Taylorentwicklung (sieche Abbildung 4.2) gilt

also
M

(n+1)!

n+1

Beispiel 4.3.1 Wir betrachten wieder die Exponentialfunktion f(z) = e® und
den Entwicklungspunkt xg = 0. Das zugehorige Taylorpolynom n. Grades ist

Tn(m) = Z
k=0

| =

k
v

o
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siehe Beispiel 4.1.2, und fiir das Restglied in Lagrange-Form erhalten wir

Ro(x) f(n+1)(£)1'n+1 _ et b
" (n+1)! (n+1)!
Wir berechnen jetzt eine Restgliedabschéitzung fiir den Punkt z = %. Das
Restglied ist dann
1 eé 1 \n+1 1
nl| — = —| — .t B = sy T~ |-
R (10) (n+1)!(10> mit & € [zo,2] [0 10]
Wir miissen damit |e¢| fiir £ € [0, 5] abschétzen:
|e§|:65§eT10 <el =Ve<Vi=2.

Hier haben wir benutzt, dass e® monoton wachsend ist. Fiir den maximalen
Fehler |R,,(75)| erhalten wir damit

1 |e€] 1 2
[Ra(55)| = : < .
10 (n+1)! 10m+1 = (n+1)!-10(+D)
Fiir die ersten Werte von n ergeben sich folgende Abschéitzung fiir den Fehler:

n_ | 1| 2 . B
Ru(i)I <. | s =102 | 525 ~33-1077 [ 83-107° [ 1.7-1077

Damit kann man jetzt Naherungswerte fiir e10 berechnen: Fiir n = 2 ist

1 1 1 ,/1N\2 221
T2(7)21+7+7(7) — = 1.105

10 10 " 21\10/ ~ 200
Mit der Abschitzung fiir den Fehler folgt damit
4 1 2 1
et —1.105] = B35 )| < 5r7g5 = 5 - 107 = 0.00033...

also
1.105 — 0.00033 ... < e10 < 1.105 + 0.00033 . . .
— 1.10466 ... < e10 < 1.10533. ..

Fir n = 3 ist

1 6631
T(—):—:l.l 166. ..,
3\ 10 6000 05166

|R3(1io)| < ﬁ ~ 8.3 1075 = 0.0000083

— 1.1051583 ... < e10 < 1.1051749 . ..

Der Wert von €10 bis zur vierten Nachkommastelle ist also 1.1051. Auf diese
Weise kann man, mit hoheren n, den Wert von e” beliebig genau berechnen.
Beachten Sie, dass wir an keiner Stelle des Beispiels konkrete Werte von e” als
gegeben benutzt haben! Wir haben letzlich nur die Grundrechenarten Addition,
Subtraktion, Multiplikation und Division verwendet.

Mit dieser Methode (und ein paar weiteren Tricks) werden in Taschenrech-
nern und Computern iibrigens tatséchlich Funktionen wie e” oder Inz, sinz,
cos x berechnet.
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4.4 Taylorreihen

Im letzten Beispiel haben wir gesehen, wie der Fehler bei der Approximation
von f(z) durch Taylorpolynome immer kleiner wird, je grofler der Grad n des
Taylorpolynoms ist. Und dies war ja auch eine der Ideen bei der Herleitung
der Formel fiir das Taylorpolynom in Abschnitt 4.1. Wenn fiir n — oo der
Fehler gegen Null konvergiert, sollten wir also f(x) exakt zuriickerhalten. Beim
Grenziibergang n — oo wird aus dem Taylorpolynom die Taylorreihe:

Definition 4.4.1 Die Funktion f sei unendlich oft differenzierbar. Die Reihe

0 (k) (
7y(a) = 3 T o g (4.5

k!
k=0

heifit Taylorreihe von f im Entwicklungspunkt xg.

Es gilt also (formal)

(k) (o 0 £(k) (5
lim T, (x) = nhﬁn;o Z fT('O)(x —x0)k = Z fi('o)(x —x0)" = Ty ().
prd ! !

n— o0 k
k=0

Beispiel 4.4.2 (a) Taylorreihe von f(z) = e im Entwicklungspunkt zo = 0:
Wir haben in Beispiel 4.1.2 das Taylorpolynom n. Grades schon ausge-
rechnet. Bei n — oo ergibt sich so die Taylorreihe

Lo, 13 — 1 4
Texp(ﬁ):1+$+af +§x +...= Pk
k=0
Diese Reihe haben wir schon untersucht; es ist die Exponentialreihe aus
3.14.

(b) Taylorreihe von sin(x) in 29 = 0. Zuerst berechnen wir die Ableitungen
im Entwicklungspunkt z¢:

f(z) = sin(z) = f(0)=0
f'(x) = cos(z) = f(0)=1
f'(x) = —sin(z) = f"(0)=0
(@) =—cos(z) = f"(0)=-1
fO@) =sin(@) = fD0)=0

w.s.w. Bei der 4. Ableitung sind wir wieder bei der Anfangsfunktion sin(x)
und die Ergebnisse wiederholen sich. Einsetzen in (4.5) ergibt dann

Die Taylorreihe von Sinus enthélt also nur die ungeraden Potenzen von z.
Der Term 2k + 1 erzeugt fiir K > 0 die Zahlen 1,3,5,... Zusammen mit
(—1)* und dem Start der Reihe mit k¥ = 0 ergibt das genau die richtigen
Ausdriicke inklusive Vorzeichen.
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Fiir jede Taylorreihe stellen sich zwei prinzipielle Fragen:
e Wann, d.h. fiir welche = konvergiert die Taylorreihe Ty (z)?

e Wenn die Reihe konvergiert, gilt dann f(x) = Ty(z), d.h. wird die Funk-
tion durch die Reihe dargestellt? Oder: Fiir welche x gilt diese Gleichung?

Satz 4.4.3 Es gilt f(x) = T¢(x), also
> £(k)
= Z J (o) k(ll‘o) (z — )" (4.6)

genau dann wenn lim,,_, o, R,(x) = 0. Dabei ist R, (z) das Restglied aus (4.3).
Die Taylorreihe Ty(z) konvergiert also genau fir die x gegen f(x), fir die
lim,, 00 Rp(x) =0 gilt.

Gleichung (4.6) nennt man auch Taylorentwicklung der Funktion f(x).
Beweis von Satz 4.4.3. Aus (4.3)

f(x) = Th(x) + Rn(z)
folgt bei n — oo sofort

f(z) :nli_{réoTn(x) <~ lim R,(z) =0,

n—oo

und es gilt

0 £(k) (4
lim T, (2) = Tp(z) = > fi(O)(x — x0)".

k=0

Fiir die Funktionen e®,sin x, cos x gelten folgende Taylorentwicklungen:

Satz 4.4.4 Fir alle x € R gilt

1 =1,
_1+x+§1‘ +—x +. ZH
k=0
1 15 L - _Oo (‘Uk 2k+1
Slnx—x—gl' +§$ ﬁ$ +—kzzomx
1 1 4 1 — (_1)k 2k
cosx—l—gx —I—Esc _6:16 +. ;} (2]4:)!30

e*,sinx, cosx werden also tatsdchlich fiir alle z € R durch ihre Taylorreihen
(mit 2o = 0) dargestellt.

Beachte: Die Taylorreihe von sinz enthélt genau die ungeraden Terme der
Taylorreihe von e® (also der Exponentialreihe), jeweils mit einem alternieren-
den Vorzeichen. Die Taylorreihe von cosz dagegen enthélt alle geraden Terme
der e®-Reihe, mit alternierendem Vorzeichen. Dies ist auch gekoppelt mit der
Symmetrie von Sinus und Cosinus: Da die Sinusreihe nur ungerade Potenzen
von z enthélt, gilt offenbar sin(—x) = —sinx, d.h. sin ist eine ungerade Funkti-
on! Entsprechend gilt cos(—z) = cosx (cos ist eine gerade Funktion), denn die
Cosinusreihe enthélt nur gerade Potenzen von z.
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Beweis Satz 4.4.4.

7

(a) f(xz)=e®. Wir wissen schon, dass

T 2ip”
k=0

Toxp ()

die Taylorreihe von e® ist. Um jetzt e® = Texp(2) zu beweisen, miissen
wir nach Satz 4.4.3 lim, . R,(x) = 0 zeigen. Dazu benutzen wir eine
Restgliedabschitzung wie in Beispiel 4.3.1. Fiir die Lagrange-Form des

Restglieds gilt

| Ry (2)| =

denn da & zwischen

(n—|—1)!x

65 e‘wl

(n+1)!

65 n+1
- (n+ 1)!|:r\ =

n+1 |£C|n+1,

xo = 0 und x liegt, gilt £ < |¢] < |z| und aus der Mono-

tonie von e” folgt ¢ < el*!. Aus 3.14 wissen wir, dass die Exponentialreihe
absolut konvergiert, d.h.

o 2

ZW<OO

k=0

ist konvergent. Mit dem notwendigen Kriterium Satz 3.4.1 fiir die Kon-
vergenz von Reihen folgt daraus

und damit auch

|z ["

lim —— =0 (4.7)

n—oo nl

lim el®!. M -0
————
—0

also in der Tat lim,, o R,(x) = 0 fiir jedes z € R.

(b) f(z) = cos(x). Wir berechnen zuerst die Taylorreihe fiir den Entwick-

lungspunkt zg = 0:

f(z) = cos(z) = f0)=1

f'(x) = —sin(z) = f(0)=0

f(x) = —cos(z) = f"(0)= -1

f@) =sin(@) = F7(0)=0

fO(x) =cos(z) = fW(0)=1

Die Taylorreihe ist also
Tcos(-r) — = f(k]::'(o) xk
k=0
1 1 = (—1)k
:1—59524—19#—63:6—1— = Z (2k)!x2k
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Jetzt zeigen wir wieder lim,,—,~ R, (x) = 0. Fiir das Restglied erhalten wir

f(n+1) (f) xn-i—l
(n+1)!

siné fiir n + 1 ungerade,

Rn(z) = mit V() = {

cos€ fiir n+ 1 gerade.

Da |siné| <1 und |cosé| < 1 fiir jedes &, folgt zusammen mit (4.7)

[Rn ()] <

,(n+1)'\x|”+l—>0 bei n — oo

fiir jedes x € R. Nach Satz 4.4.3 gilt also cos(z) = T¢os(x). Der Beweis fiir
die Taylorentwicklung von sin(z) lduft analog.

O

4.5 Potenzreihen

Potenzreihen sind Reihen, die von einer Variablen x abh#ingen, wobei z als
Potenzen z* in der Reihe vorkommt.

Definition 4.5.1 Die Reihe
Z a(z — x0)* (4.8)
k=0

heifit Potenzreihe mit Entwicklungspunkt xo und Koeffizienten ay, (zq, ar € R).

Beispiel 4.5.2 Folgende Reihen, die wir schon kennengelernt haben, sind Po-
tenzreihen:

(a) Die Exponentialreihe

| —

k
!ZL’

o

o0
k=0
ist eine Potenzreihe mit Koeffizienten a; = % und Entwicklungspunkt
To = 0.

(b) Die Taylorreihe des Cosinus

S0
I
P (2k)!
ist eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt zy = 0, die nur gerade Poten-
zen von z enthélt. Wir kénnen die Reihe in der Form (4.8) schreiben mit
den Koeflizienten
(=1*

ask = W, a2k+1 = 0 fir ke N.

(¢) Jede Taylorreihe ist eine Potenzreihe wobei

_ J®) (20)

ar = ———.

k!
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Wie bei jeder Reihe stellt sich wieder die Frage nach der Konvergenz. Hier
wird die Konvergenz von x abhéingig sein; die Frage ist daher: Fiir welche z € R
konvergiert die Potenzreihe?

Zur Beantwortung der Frage gehen wir in zwei Schritten vor:

1. Substitution £ = & — x¢. Damit gilt

o0 oo
Z ap(z — z0)* = Z apih.
k=0

k=0

Die allgemeine Potenzreihe (4.8) mit der Variablen x entspricht also einer
Potenzreihe mit der Variablen £ und Entwicklungspunkt 0. Bei der Unter-
suchung des Konvergenzverhaltens von Potenzreihen langt es deshalb, nur
den Entwicklungspunkt 2o = 0 zu betrachten. (Anders gesagt schreiben
wir fiir & wieder x.)

2. Quotientenkriterium. Auf die Potenzreihen mit zy = 0

o0
E akxk
k=0

wenden wir jetzt das Quotientenkriterium an: Sei

k+1
Arp4+1T +

apxk

b= lim
k—oo

falls der Grenzwert existiert. Nach dem Quotientenkriterium gilt also

b <1 = Reihe konvergiert absolut
b>1 = Reihe divergiert

Wir setzen jetzt

r= lim |—% (4.9)
k—oo | Q41
(falls Grenzwert existiert). Damit gilt (falls r # 0)
1
b= lim |ZFL 2] = = - |2,
k—oo | ag r
also
b lz] J<1 & Jzf <7
r|>1 & |z|>r
Wir erhalten damit:
= . | konvergiert absolut fiir |z| <r (& —r<z<r)
ax
— g divergiert fiir |x| > r (e x<—rvaz>r)

Man kann nun zeigen, dass es fiir jede Potenzreihe solch eine Zahl r gibt —
selbst wenn der Grenzwert in (4.9) nicht existiert. (Gleichung (4.9) ist in diesem
Fall nicht richtig.) Die Zahl r heifit Konvergenzradius der Potenzreihe.
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divergent abs. konvergent divergent

] ] ]
T T T

XTo—T Zo o+ T

Abbildung 4.3: Konvergenzradius einer Potenzreihe

Satz 4.5.3 (Konvergenzradius) Zu jeder Potenzreihe

o0

Z ap(z — x0)*

k=0
existiert eine Zahl r > 0 (der Konvergenzradius) sodass die Reihe
e absolut konvergiert fiir |z — xo| <,
o divergiert fir |z — xo| > r.

Bei |z —xo| = r gibt es keine allgemeine Aussage tiber die Konvergenz der Reihe.
Fiir den Konvergenzradius ist auch r = oo maoglich. In diesem Fall ist die Reihe
absolute konvergent fiir alle x € R.

Die Bereiche von Konvergenz und Divergenz einer Potenzreihe sind also

Konvergenz: |z —xzo|<r & wzo—r<z<zog+r
IE]I07T7I0+T[

Divergenz: | —zo| >r r<xg—7rV ITr>x9+T

t ¢

x €] —o00,x0—r[U]xo+7,00]

Graphisch ist das in Abbildung 4.3 veranschaulicht.
Zur Berechnung des Konvergenzradius stehen folgende Formeln zur Verfiigung:

Satz 4.5.4 (Berechnung des Konvergenzradius) Fiir den Konvergenzradi-
us r gilt (bei ap, #0)

1
und r= lim — (4.10)
k—oo k |ak|

. af
r= lim
k—oo

Afk+1
sofern der jeweilige Grenzwert existiert.

Beweis. Die erste Formel haben wir in (4.9) bereits aus dem Quotientenkriteri-
um hergeleitet. Die zweite Formel erhélt man dhnlich aus dem Wurzelkriterium.
O

Bemerkung:

(a) Jede Potenzreihe hat einen Konvergenzradius . Wenn einer (oder beide)
der Grenzwerte in (4.10) nicht existieren, heifit das nur, dass man mit
dieser Formel 7 nicht bestimmen kann.



4.5. POTENZREIHEN 81

(b) Die zweite Formel in (4.10) ist ein Spezialfall der Formel von Hadamard:

1
r = liminf ——.
k—o00 k|ak

Der Limes in dieser Formel ist der ,,Limes Inferior“: er existiert immer und
ist der kleinste Haufungswert einer Folge.

Beispiel 4.5.5 Wir berechnen den Konvergenzradius der folgenden Potenzrei-
hen:

(a) Fiir die Potenzreihe

1 k
HJ?
k=0
gilt
1
ap — y

Mit der ersten Formel in (4.10) folgt dann

|
= lim ! (kJrl)': lim (k+1) = oc.

r= lim - .
k—oo k! 1 k—o0

k—o0

Q41

Der Konvergenzradius ist also 7 = co, d.h. die Reihe konvergiert (absolut)
fiir alle z € R.

Dieses Ergebnis héitten wir alternativ auch wie folgt bekommen kénnen:
Die Potenzreihe ist die Exponentialreihe, von der wir aus 3.14 schon wis-
sen, dass sie fiir alle z € R konvergiert. Also muss der Konvergenzradius
7 = 00 sein.

(b) Fiir die Potenzreihe
> &
k=1

ist

Damit folgt

ag

— _kl.k—kll‘k—'—lﬁl bei k — oo.

ak+1 k

Also ist der Konvergenzradius r = 1. D.h. die Reihe konvergiert fiir |z| < 1
(& —1 <z < 1) und divergiert fiir |z| > 1.

Die Formeln (4.10) zur Berechnung des Konvergenzradius kann man nur
benutzen, wenn ay # 0 fiir alle Koeffizienten aj, gilt (oder alle mit k > k). Bei
Potenzreihen der Form

o0 oo
Zagk.’BQk oder Za2k+1m2k+1 (4.11)
k=0 k=0
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sind aber alle ungeraden bzw. alle geraden Koeffizienten gleich Null — man kann
deshalb (4.10) nicht direkt anwenden. Zur Berechnung des Konvergenzradius
macht man hier zunsichst die Substitution y = 22 und erhélt so eine Potenzreihe
in der neuen Variablen y:

oo oo o0

2k 2\k k
E Aok T :E aog (27) :5 bry
k=0 k=0 =0

oo oo & oo
2k+1 2 k

> a1z =2 Y agia (27) =2 ) bey

k=0 k=0 k=0

Die neuen Koeflizienten sind
bk = a2k bzw. bk = A2k+1-

Man berechnet nun den Konvergenzradius r, der Reihe Z,?;O bry", also beziig-
lich der Variablen y, z.B. mit (4.10). Dann bestimmt man den Konvergenzbe-
reich beziiglich # durch Riicksubstitution von y = x? in die Konvergenzbedin-
gung fiir y: Die Reihe konvergiert fiir

lyl<r, <= 2*<r, <= |z|< iy
Damit ist r, = /7, der Konvergenzradius der Reihen (4.11).

Beispiel 4.5.6 Wir bestimmen den Konvergenzradius von

o0
Z3kx2k+l.
k=0
Mit der Substitution y = 2 ist
o0 o0 o0
gk 2+l _ o ko2k _ . kb
DL e
k=0 k=0 =0 b,

Fiir den Konvergenzradius beziiglich y erhalten wir dann

by,

bry1

3k
- klggo 3h+1 T 3

ry = lim
k—oo

Die Reihe ist somit konvergent fiir

— Jz|< L
xr —.
3

1 2
|y|<§ = "<

Wl

Also ist r, = \/g der gesuchte Konvergenzradius der Reihe beziiglich z.

4.6 Ableitung und Integration von Potenzreihen

Potenzreihen liefern einen von der Variablen x abhéngigen Reihenwert. Man
kann sie daher als Funktion

fle) =Y ara® (4.12)
k=0
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auffassen. Die Funktion ist dann fiir die z definiert, fiir die die Reihe konvergiert,
d.h. innerhalb des Konvergenzradius, fiir |z| < r. Der Definitionsbereich ist also

Dy=]—-rr[.

Als Funktion macht es Sinn, die Ableitung und das Integral einer Potenzreihe
zu untersuchen.

Satz 4.6.1 Sei Y .-, arz® eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r. Dann ist
die in (4.12) definierte Funktion f unendlich oft differenzierbar mit den Ablei-
tungen

fl(x) = Z kagaz®~1
k=1

' (x) = i k(k —1)apz*2
k=2

Alle Ableitungen sind wieder Potenzreihen mit dem gleichen Konvergenzradius
r wie die Ausgangsreihe. Fir a,b € | — r,r[ ist das Integral von f

[x

o0 b
apz® dx = g ak/ 2F dx
k=0 @

Alle Aussagen gelten entsprechend fiir Reihen Y - ax(x — x0)* mit Entwick-
lungspunkt xo # 0.

Kurz gesagt darf man also Potenzreihen gliedweise ableiten und integrieren.

Jede Taylorreihe ist eine Potenzreihe. Andererseits definiert nach dem letzten
Satz jede Potenzreihe eine unendlich oft differenzierbare Funktion, zu der wir
dann wiederum eine Taylorreihe berechnen kénnen. Der néichste Satz sagt, dass
diese beiden Reihen identisch sind.

Satz 4.6.2 Ist f durch eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt xo dargestellt,
d.h. gilt

f(z) = Zak(x — o)k fiir |z — zo| <1,
k=0

dann ist diese Reihe die Taylorreihe von f in xg, d.h. es gilt

S8 (x0)
k! ’

ak =
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Beweis. Nach Satz 4.6.1 diirfen wir die Potenzreihe gliedweise ableiten:

o0

f(z) = Zak(x —20)* = ap + a1 (z — z0) + az(z — 20)* + as(z — z0)> + ...
k=0

f(z) = Zkak(x —20)" ! = a1 + 2aa(x — 20) + 3az(z — 20)* + ...
k=1

f'(x) = Z E(k — Dag(x — 20)* 2 = 2a3 + 3 - 2a3(x — 20) + . ..
k=2

(x) = Z E(k —1)(k —2)ap(z — 20)* 3 =3-2a3 + ...
k=3

Einsetzen von x liefert

f(zo) =ao, f'(wo) =a1, ["(x0) =2a2, ["(x0)=3"2as, ...

allgemein
f(k)(l‘o) =k!- Q.
und damit
F®) (o)
ap = ——=.
k!
Also sind die Koeffizienten der Potenzreihe genau die Taylorkoeffizienten, d.h.
die Reihe ist die Taylorreihe (4.5). O

Wir erlautern an zwei Beispielen das Rechnen mit Potenzreihen, speziell
Differenzieren und Integrieren.

Beispiel 4.6.3 (a) Wir wissen fiir die geometrische Reihe (siehe 3.2)

1 o0
1_x:’;)xk:1+x+x2+... fir  |z| < 1. (4.13)

Diese Reihe ist offenbar eine Potenzreihe (mit ar = 1). Die Reihe kon-
vergiert fiir |#| < 1 und divergiert fiir |z| > 1 (Satz 3.4.3). Damit ist der
Konvergenzradius also r = 1. Wir leiten jetzt (4.13) ab. Zunéichst gilt mit
der Kettenregel

( : )lz((1_9”)_1)/:(—1)-(1—x)—2.(_1)

1—2x
1
=(1-2)2=
L= =T
Also folgt aus (4.13)
1y 1 N 2
— :(1—33)2:2:]“ =14+2c+322+..., |z|]<1

k=1
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Daraus konnen wir jetzt (zum Beispiel) durch Multiplikation mit x die

Formel
Zk‘x ) , |z] <1,

erhalten. Wir haben somit den Wert der Reihe Y - | kz* berechnet.
(b) Wir betrachten die Exponentialreihe

1
exp(z Z ;:
k=0
siehe Abschnitt 3.14; ihr Konvergenzradius ist » = oo (Beispiel 4.5.5).

Nach Satz 4.6.1 ist die Funktion exp(z) unendlich oft differenzierbar. Wir
berechnen die Ableitung:

exp(x )—1+m+§x +§x +.

, 2 3
= exp()—O—l—l—&——x—l—?ac—&— —1+J;—|—§x+ . =exp(z)
Die Ableitung von exp ist also wieder exp. Weiter gilt

exp(0)=14+0+0+...=1.

Die Funktion f(z) = exp(z) erfiillt also, genau wie e, die Eigenschaften
f'(x) = f(z) und f(0) = 1. Weil diese Eigenschaften e” schon eindeutig
festlegen, kann man die Exponentialfunktion e® durch die Exponentialrei-
he exp(z) definieren:

e’ := exp(x).

4.7 Taylorentwicklung des Logarithmus

Als weiteres Beispiel fiir das Rechnen mit Potenzreihen bestimmen wir jetzt
eine Potenzreihe, die den Logarithmus Inx darstellt; wir erhalten damit die
Taylorentwicklung des Logarithmus.

Wir gehen wieder von der geometrischen Reihe aus:

1 -
— = 1.
p— ddb <
k=0
Ersetzen wir hier ¢ = —x, ergibt sich
1 oo oo
k k, k "
= —z)k = -1 , f <1 4.14
FrAbICUEDN UL (4.14)

Jetzt integrieren wir diese Gleichung iiber das Intervall [0, z] wobei |x| < 1.
Da die rechte Seite eine Potenzreihe ist, kénnen wir nach Satz 4.6.1 gliedweise
integrieren und erhalten damit

_ b e [EDF ] e (5D e
/01+tdt Z/ tdt_kzo[lwrlt 0_};k+1x

k=1 k=1
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Im letzten Schritt haben wir benutzt, dass (—1)*~! = 41 ist, abhiingig davon,
ob k — 1 gerade oder ungerade ist. Da k — 1 und k + 1 gleichzeitig gerade bzw.
ungerade sind, gilt also (—1)¥~1 = (—=1)**1. Das Integral links ist

x

1 @
Ay dt = [In(1 +¢)];, = In(1 + )

und somit folgt

— (—1)k+! 1 1
In(1+ z) :;(lixk :x—§x2+§x3—... fir |z]<1. (4.15)

Dies ist die Potenzreihendarstellung des Logarithmus. Nach Satz 4.6.2 ist diese
Reihe auch die Taylorreihe der Funktion f(z) = In(1 + z),

s (_1)l~c+1
CZ-’ln(l—i-:n)(x) = Z Txka
k=1

und (4.15) sagt somit, dass die Taylorentwicklung In(1 4 x) = Ti,(144) () fiir
alle |z| < 1 gilt.

Achtung!

Obwohl In(1 4 z) fir « > 1 definiert ist, gilt (4.15) und die Taylorentwicklung
In(1 + x) = Tin(144)(x) nicht fir z > 1, denn die Reihe in (4.15) hat den
Konvergenzradius r = 1 und ist deshalb fiir z > 1 divergent! (x liegt aulerhalb
des Konvergenzradius.)

Bemerkung: Das r = 1 tatséchlich der Konvergenzradius der Reihe in (4.15)
ist, kann man entweder direkt mit einer der Formeln (4.10) fiir den Konvergenz-
radius nachrechnen, oder man benutzt, dass die Ableitung von (4.15) wieder
(4.14) ist. Diese beide Reihen haben also nach Satz 4.6.1 denselben Konver-
genzradius, und fiir die Reihe in (4.14) ist » = 1, da es die geometrische Reihe
mit ¢ = —z ist, die genau fiir |¢| = || < 1 konvergiert.

Die Gleichung (4.15) gilt also fiir |z| < 1, aber nicht fiir > 1. Fiir z < —1
macht sie keinen Sinn, denn dann ist In(1 4+ x) nicht definiert. Es bleibt die
Frage: Was ist bei = 1, am rechten Rand des Konvergenzbereichs?

Die Potenzreihe in (4.15) ist fiir © = 1 gleich

L (—1)kHL 11
S EV
k=1
also die alternierende harmonische Reihe; sie ist konvergent nach dem Leibniz-

Kriterium. Beide Seiten in (4.15) sind also fiir # = 1 definiert. Sind Sie auch
gleich, d.h. gilt In(2) = Tjn(144)(1) 7 Nach Satz 4.4.3 gilt das genau dann wenn

lim R, (1) = 0.

n—roo

Wir betrachten daher jetzt das Restglied

f(n+1) 5 n+1
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fiir f(z) =1In(1 4 z). Die Ableitungen sind

f@=15 FO=grm 0= g
bis
1.l
fire(e) =

Damit erhalten wir fiir das Restglied

(=1)™n! na1| 1

=g T e na g

Da ¢ zwischen g = 0 und = 1 liegt, also £ € [0,1], ist 1 4+ & > 1. Daraus folgt

1
v =)

und somit

1 1
_ < " .
|Rn(1)] (n+1)(1+§)”+1_n—|—1_>0 fir n— oo

Nach Satz 4.4.3 gilt also die Taylorentwicklung des Logarithmus (4.15) auch fiir
rz =1, d.h.

e (71)k+1 1 1
In(2) = —=1l—-=4=-—...
n@) = 273
k=1
Anders gesagt haben wir gerade den Wert der alternierenden harmonischen
k+1
Reihe Y 77, % berechnet!

4.8 Grenzwertberechnung mit Potenzreihen

Bei Grenzwerten, die auf den Ausdruck “%” fiihren, kann man die normalen
Grenzwertrechenregeln, etwa Satz 2.5.1, nicht verwenden. In solchen Féllen
kann man oft die Regel von I'Hospital (Mathematik A) benutzen. Eine andere
Moglichkeit, die manchmal schneller ist, ist die Verwendung von Potenzreihen-
entwicklungen. Wir machen das hier an einem einfachen Beispiel:

Beispiel 4.8.1 Der Grenzwert

sinx

lim
z—0 X

fithrt auf “8”. Mit der Regel von 'Hospital berechnet man den Grenzwert so:

. sinz . cosx  cos(0)
lim = lim = =1.
z—=0 I z—0 1 1
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Alternativ konnen wir aber auch die Taylorentwicklung von sin x einsetzen und
dann kiirzen:

. 1,.3 1,5
limsmx:hmx—gx + 5T — ..
z—0 X x—0 X
1,..2 1,4
i B (e gt — )
x—0 x
1 1 5 L 4
;g%(l—g!x +am —>
=1-040—...=1

Im letzten Schritt haben wir tibrigens die Stetigkeit von Potenzreihen benutzt,
da wir an dieser Stelle genau genommen zwei Grenzwerte vertauschen miissen
(néimlich £ — 0 und n — oo; letzeres ergibt sich aus der Reihe 1 — %xz + ...
als Grenzwert von Teilsummen). Das Vertauschen zweier Grenzwerte ist nur in
bestimmten Féllen erlaubt.

Hinweis: Im letzten Beispiel ist die Berechnung des Grenzwerts mit I’Hospital
schneller. In komplizierteren Féllen jedoch, in denen man 1'Hospital mehrfach
anwenden miisste, kann die Methode der Taylorentwicklung tatséchlich einfacher
und schneller sein!

4.9 Weitere Taylorentwicklungen

Hier sind Taylorentwicklungen einiger weiterer Funktionen. Jeweils mit angege-
ben ist der Bereich der x, fiir die die Entwicklung gilt.

T —xz\ _ — 1 2k
coshx = —(e" + e )72(2]@!35 , TR
k=0
sinhz = }(ez —e ") = i _ 2z eR
2 k70(2/€+1)!
arctan x = i b p2kH , Jzl <1
£ 2k +1
arcsinx*erLxSJr L3 x° + 135 "+ lz] <1
023 2-4-5 2-4-6-7 B
s . s 1 4
arccosz = — —arcsine = - —x — ——a° — ... , el <1
2 2 2-3

4.10 Eine Funktion ohne Taylorentwicklung

Fiir jede unendlich oft differenzierbare Funktion f(x) kann man die Taylorrei-
he Ty(x) berechnen. Ob und fiir welche z diese Taylorreihe aber die Funktion
darstellt, d.h. wann f(z) = Ty(x) gilt, ist abhéngig von der konkreten Funk-
tion. Zum Beispiel wird e® fiir alle x € R durch die Taylorreihe dargestellt
(Satz 4.4.4). Fiir die Funktion f(z) = - gilt dagegen die (Taylor-) Entwick-
lung

1
f(x):17:1+$+$2+x3+... nur fir |z| <1,
—z
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fir alle anderen x divergiert die Reihe. (geometrische Reihe!) Hier wird also
f(z) fiir |x| > 1 nicht durch die Taylorreihe dargestellt — obwohl f(x) dort
definiert ist. Zumindest aber haben wir die Darstellung auf einer Umgebung des
Entwicklungspunktes, ndmlich auf | -1, 1[ (Jz| < 1, Entwicklungspunkt zo = 0).

Es gibt allerdings Funktionen, die auf keiner Umgebung von z¢ durch ihre
Taylorreihe dargestellt werden. Ein klassisches Beispiel hierfiir ist die Funktion

fx) = {ez’ z>0, (4.16)

0, x <0.

Plotet man den Graphen dieser Funktion, so erhélt man:

Man beachte, dass f(z) > 0 fir z > 0 (denn dann f(z) = e /% und
die Exponentialfunktion ist stets positiv und nie Null). Gleichzeitig aber ist
f(x) sehr klein wenn x nah bei 0. Z.B. ist f(5) = ¢ ' ~ 4.5-107°. Im
Graphen erscheint f in einer kleinen Umgebung von = 0 (auch nach rechts)
fast konstant.

Wir werden jetzt die Taylorreihe dieser Funktion im Entwicklungspunkt
x = 0 bestimmen. Dazu berechnen wir alle Ableitungen f*)(0). Die Ergebnisse
werden uns auch zeigen, dass der Graph von f in der Ndhe von Null tatséchlich
so aussieht wie angegeben. Da f abschnittsweise fiir £ > 0 und x < 0 definiert
ist, miissen wir einseitige Ableitungen und Grenzwerte in 0 betrachten. Zuerst
bestimmen wir den links- und den rechtsseitigen Grenzwert von f(z):

lim f(z) =lime » =0 (denn — L — —oco bei z — 0,z > 0)
r—0 z—0

>0 >0

lim f(z) =1lim 0=0

z—0 z—0

<0

Da die einseitigen Grenzwerte also gleich sind und mit dem Funktionswert
f(0) = 0 iibereinstimmen, folgt, dass f in = 0 stetig ist, also keine Sprungstelle
hat.

Jetzt die erste Ableitung. Zur Berechnung der einseitigen Ableitungen in 0
bestimmen wir zuerst f’(x) fiir > 0 und fiir z < 0:

1
z>0: flz)=¢ 7 - = (Kettenregel!)
x<0: fl(x)=0

Fiir die rechtsseitige Ableitung in 0 erhalten wir dann mit der Substitution
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Dabei haben wir am Schluss zweimal die Regel von I’'Hospital angewandt. Die
linksseitige Ableitung in 0 ist

lim f'(x) =0

x—0

<0
weil f/(z) = 0 fiir < 0. Da links- und rechtsseitige Ableitung iibereinstimmen,
ist f in x = 0 differenzierbar mit Ableitung

£1(0) = 0.

Geometrisch beddeutet das eine waagerechte Tangente in x = 0, was mit dem
Graphen iibereinstimmt. Auflerdem ist f’(z) auch stetig in 0, denn f/(0) = 0
ist der Grenzwert von f’(z) bei z — 0.

Genauso berechnen wir jetzt die zweite Ableitung in 0:

1 2
x>0: fla)=e 7 - (— — —) (Ketten- und Produktregel)

z<0: f'(x)=0

Daraus folgt (wieder mit y = 2)

x

1 92 4 2 3 «oon
lim e~ = (— — —) = lim e Y(y* — 2y%) = lim Y7 = o
e~ R y—o0 y—oo ¥
x

Hier ist am Schluss mehrfach 'Hospital angewandt worden. Da die linksseitige
zweite Ableitung auch 0 ist, ist f in x = 0 zweimal differenzierbar mit

£(0) = 0.

Geometrisch heifit das: in z = 0 ist die Kriimmung von f Null.
Man kann auf diese Art auch die folgenden Ableitungen f”, f*, w.s.w.
ausrechnen’, und erhilt schlielich als Ergebnis:

f ist unendlich oft differenzierbar mit £ (0) = 0 fiir alle n € N.

Daraus ergibt sich nun fiir die Taylorreihe in zy = 0:

Ty(x) = Z 770 kk'(o)xk = ZO ~zk =o0.
k=0 ’ k=0

Die Taylorreihe T (z) ist also konstant gleich Null fiir alle 2 € R. Es folgt
f(x) # Tr(x) fiir jedes x > 0.

D.h. f wird in keiner Umgebung von 0 durch die Taylorreihe dargestellt!

1Das wiirde man mit vollstindiger Induktion machen.



Kapitel 5

Elementare
Differentialgleichungen

Hinweis: In den alten Mathematik A&B Skripten finden sie den Stoff dieses
Kapitels im Skript Mathematik B, Kapitel 5.

5.1 Einfiihrung

Eine Differentialgleichung ist eine Gleichung fiir eine gesuchte Funktion y =
y(x), die neben den Variablen z und y auch noch Ableitungen von y(z) enthélt.
Die Ordnung einer Differentialgleichung ist die Ordnung der hochsten vorkom-
menden Ableitung. Abkiirzend schreibt man fiir eine Differentialgleichung oft
,Dgl“.

Bei Differentialgleichungen ldsst man die Angabe der Stelle x bei der Funk-
tion y(x) und ihren Ableitungen oft weg, d.h. man schreibt einfach y, y’. Man
nennt

e 1 die unabhingige Variable und
e y die abhdingige Variable
der Differentialgleichung. (Denn y = y(z) ist von x abhingig.)

Beispiel 5.1.1 (a) Die Gleichung

y'(z) = -2z y(x)
ist eine Differentialgleichung 1. Ordnung, denn sie enthélt als héchste Ab-
leitung von y(x) die erste Ableitung y'(x). In der Kurzschreibweise:
!

Yy = —2zy.

(b) 3

y'(@) = 2% y(x) + ¢/ (z) - sin(z)

oder kurz

y" =2y +y —sin(z)
ist eine Differentialgleichung 2. Ordnung, denn 3" ist die héchste Ablei-
tung.

91
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5.2 Allgemeine und spezielle Losungen, Anfangs-
werte

Wir besprechen zunéchst grundsétzliche Losungsbegriffe fiir Differentialglei-
chungen. Der Frage, wie man eine Losung ausrechnen kann und welche Losungs-
methoden es gibt, wenden wir uns in den folgenden Abschnitten zu.

e Eine Funktion y(z) ist Lésung der Differentialgleichung, wenn sie mit ihren
Ableitungen die Differentialgleichung erfiillt. Damit kann man fiir jede ge-
gebene Funktion durch Einsetzen in die Differentialgleichung iiberpriifen,
ob sie eine Losung ist oder nicht.

e Eine Losung, die noch freie Parameter (meist Integrationskonstanten)
enthilt, heifit allgemeine Lisung der Differentialgleichung. Bei einer Dgl.
n. Ordnung sind es in der Regel n Parameter.

e Eine Losung ohne freie Parameter heifit spezielle Lisung.

e Aus einer allgemeinen Losung erhéilt man durch Wahl der Parameter (vie-
le) neue spezielle Losungen.

Im Gegensatz zu einer ,normalen® Gleichung ohne Ableitungen (auch alge-
braische Gleichung genannt), die typischerweise eine oder endliche viele feste
Werte als Losungen hat, hat eine Differentialgleichung in der Regel unendlich
viele Funktionen als Losung (die man durch Wahl der Parameter in der allge-
meinen Losung erhalten kann).

Beispiel 5.2.1 Wir betrachten die Differentialgleichung
y = —2zy. (5.1)

(a) Die Funktion y(z) = e=*" ist eine spezielle Losung von (5.1), was wir
leicht durch Einsetzen iiberpriifen kénnen: Nach der Kettenregel ist die
Ableitung von y(z)

y(@)=e " - (~22)
und somit ,
y'(r) = 2w " = —2xy(x).
y(z)
D.h. y(x) = e~ erfiillt die Differentialgleichung 3y’ = —2xy, ist also eine
Loésung von (5.1).

(b) Fiir jede Konstante ¢ € R ist

ylx)=c-e™ " (5.2)
auch eine Losung von (5.1). Das iiberpriifen wir wieder durch Einsetzen:
Y () =ce ™ - (—22) = 2z - ce ® = —2ay(z).

y(z)

2
—X

Die Funktion y(z) = ce™* erfiillt also auch die Dgl. ¢y = —2zy. Damit ist
(5.2) eine allgemeine Losung von (5.1), denn sie enthélt noch den freien
Parameter c.
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(¢) Aus der allgemeinen Losung (5.2) konnen wir durch (beliebige) Wahl des
Parameters ¢ weitere spezielle Losungen erhalten:

2
—X

c=1 = yz)=e

2
c=-17T = y(z)=—-17e""
c=0 = y(z)=

(das ist wieder die Lsg aus (a))

Bea;chte: Dass man in Beispiel 5.2.1 durch Multiplikation der speziellen Lésung
e~™ mit der Konstante ¢ wieder eine Losung erhélt, liegt an der speziellen
Struktur der Differentialgleichung (5.1). (Es ist eine lineare homogene Dgl, siehe
5.6.) Im Allgemeinen erhilt man durch Multiplikation einer Lésung mit einer

Konstante nicht wieder eine Losung.

Neben der Suche einer allgemeinen Losung betrachtet man zu einer gegebe-
nen Differentialgleichung n.Ordnung oft auch eine sogenanntes Anfangswertpro-
blem (abgekiirzt AWP):

Suche eine spezielle Losung der Differentialgleichung mit vorgegebe-
nen Anfangswerten bei x = x¢:

y(20) = Yo, ¥ (20) = Y1s-- -, Y (20) = Yn1.

Es werden also die Werte in x fiir y(z) und alle Ableitungen y*) (x) bis k = n—1
vorgegeben.

Beachte: Die Anzahl Anfangswerte ist immer gleich der Ordnung n der Diffe-
rentialgleichung.

Beispiel 5.2.2 Wir betrachten folgendes Anfangswertprtoblem:

y = —2xv, y(1) = 2. (5.3)

Es ist also die Dgl (5.1) zusammen mit dem Anfangswert y(1) = 2. Aus Bei-
spiel 5.2.1 kennen wir schon die allgemeine Losung:

2
—X

y(z) = ce

Durch Einsetzen des Anfangswerts kénnen wir daraus die Losung des Anfangs-
wertproblems berechnen:

y(l):ce_1;2 s S=22 o c=2
e

Die allgemeine Losung erfiillt also die Anfangsbedingung y(1) = 2 genau fiir
¢ = 2e. Somit ist

x2

y(x) =2e-e”

die Losung des Anfangswertproblems (5.3).
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5.3 Differentialgleichungen in Anwendungen

Differentialgleichungen werden sehr hiufig benutzt, um Phinomene der Natur
mit einer dynamischen Zeitentwicklung zu beschreiben, z.B. in der Physik, Che-
mie oder Biologie. Dynamisch bedeutet hier, dass die zeitliche Anderung in
gesetzméfiger Weise vom aktuellen Zustand abhéngt.

Die Zeit ¢ ist in diesem Fall dann die unabhéngige Variable, die abhéngige
Variable y = y(t) beschreibt den Zustand zur Zeit ¢. Im einfachsten Fall, den
wir hier betrachten, ist y € R, d.h. der betrachtete Zustand wird einfach durch
eine Zahl beschrieben. Weil die unabhéngige Variable die Zeit t ist, sind die
Ableitungen von y(t), die in der Differentialgleichung vorkommen, Zeitableitun-
gen. Fiir Zeitableitungen benutzt man hiufig eine alternative Schreibweise mit
einem Ableitungspunkt anstelle des Strichs:

Beispiel 5.3.1 Ein einfaches Beispiel fiir die dynamische Anderung eines Zu-
stands ist exponentielles Wachstum. Das kann z.B. das exponentielle Wachstum
einer Population von Individuen sein, etwa die Vermehrung von Kaninchen oder
Zellteilung. Der Zustand y(t) ist dann die Anzahl von Indiviuen (Kaninchen,
Zellen) zur Zeit t. Die Ableitung 7(t) ist die zeitliche Anderung der Anzahl,
das momentane Wachstum pro Zeiteinheit der Population zur Zeit ¢. Je nach
Art des Wachstums sind verschiedene Zusammenhéinge zwischen y(t) und y(t)
moglich. Bei exponentiellem Wachstum ist g(¢) proportional zu y(t), d.h.

§(t) = a-y(b). (5.4)

Doppelt so viele Individuen (Kaninchen, Zellen) ergeben in einer festen Zeit
doppelt so viele Nachkommen (neue Kaninchen, Zellen). Die Proportionalitéits-
konstante «a ist die Wachstumsrate. (Fiir Wachstum ist a > 0.) Gleichung (5.4)
ist die Differentialgleichung des exponentiellen Wachstums, in unserer Kurz-
schreibweise einfach

Y = ay. (5.5)
Die allgemeine Losung dieser Dgl ist

y(t) =c-e™ (5.6)

mit dem freien Parameter ¢ € R. Dass dies tatséchlich die Losung ist, kann man
wieder einfach durch Ableiten nachpriifen:

yt) = ce" -a=a-y(t)

Wir kénnen zum Abschluss noch einen Anfangswert festlegen. Zur Anfangs-
zeit t = 0 bestehe die Population aus yo Individuen, also

y(0) = wo- (5.7)

Der Zustand y(t) wird damit zum Anfang ¢ = 0 des betrachteten Zeitraums
festgelegt. Danach bestimmt die Dgl die weitere Entwicklung des Zustands. Aus
der Anfangsbedinung kénnen wir wieder den freien Parameter bestimmen:

y(0) = ce?? = ¢ = yj.



5.4. DGL 1. ORDNUNG MIT GETRENNTEN VARIABLEN 95

y(t)

at

y(t) = yoe

,//yo

Abbildung 5.1: Exponentielles Wachstum

Damit ist
t

y(t) = yoe"
die Losung des Anfangswertproblems aus (5.5) und (5.7). Die Grofie der Po-
pulation wéchst also ausgehend vom Anfangswert yo exponentiell (vgl. Abbil-
dung 5.1), daher der Name exponentielles Wachstum.

Bemerkung: Die Differentialgleichung (5.5) des exponentiellen Wachstums
beschreibt auch andere Phiinomene, bei der die Anderung proportional zum
Zustand ist, z.B. den exponentiellen Zerfall einer radioaktiven Substanz. Hierbei
ist dann a < 0 (Zerfall!).

5.4 Differentialgleichungen 1. Ordnung mit ge-
trennten Variablen

Wir betrachten jetzt verschiedene Losungsmethoden fiir Differentialgleichungen
1. und 2. Ordnung. Jede Losungsmethode ist dabei auf einen bestimmten Typ
von Differentialgleichungen anwendbar. Um zu wissen, welche Methode anwend-
bar ist, muss man also zuerst den Typ der Differentialgleichung erkennen.

Wir beginnen mit der Methode des Trennens der Variablen. Sie ist anwend-
bar auf Differentialgleichungen der Form

Y = f(x)-g(y). (5.8)

In dieser Dgl sind die Variablen z, y auf der rechten Seite als Produkt von zwei
Faktoren getrennt: der f-Teil enthélt nur die Variable x, der g-Teil nur y. Die
Dgl (5.8) ist wie folgt 16sbar durch Trennen der Variablen: Man schreibt die
Ableitung y’ in der Leibniz-Schreibweise

bringt alle Faktoren in (5.8) mit y auf die eine, alle Faktoren mit = auf die
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andere Seite, integriert dann und 16st nach y auf:

% =y = f(z)-9(y)

e RGL (fir g(y) # 0)
dy = X XL

= [ [

— H(y)=F(z)+c (ceR)

= y=H ' (F(z)+c)

Die Funktionen H (y) und F'(x) sind die Stammfunktionen von 1/¢(y) und f(z),
die Konstante c ist ein freier Parameter. Die berechnete Losung ist damit die
allgemeine Lisung der Differentialgleichung (5.8).

Achtung!

Fiir g(y) = 0 erhélt man eine oder mehrere weitere spezielle Losungen, die in der
allgemeinen Losung nicht enthalten sind: Ist g(yp) = 0, dann ist die konstante
Funktion

y(@) =1yo
auch eine Losung der Differentialgleichung (5.8), denn dann ist
y'(x) = 0= f(x) g(yo) = f(x)g(y(x))-
——
0
In der Herleitung der allgemeinen Losung fehlt diese spezielle Losung, da beim

Teilen durch g(y) implizit g(y) # 0 vorausgesetzt wird.

Beispiel 5.4.1 (a) Wir suchen die allgemeine Losung von

y = (y—1)7% (5.9)

Die Differentialgleichung ist von der Form (5.8), da « und y als Produkt
f(x) - g(y) getrennt sind (f(x) = z und g(y) = (y — 1)?). Trennen der
Variablen liefert

dy 2
= —r(y—1
o (y—1)

dy___ xdx falls (y —1)2 #0

(y—1)?

=
- [t f

Die Integrale sind

/(yﬁiyl)z:/(y_l)_2dy:_(y_1)_l+C1:—%_Fcl

und )
/xdx = §x2 + co.
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Somit erhalten wir fiir die allgemeine Losung

[ ==

1 1

= _HZQZE—’_C N CGR
& P
4 _%x2+c
1
=2 =1-—
Y %xQ—I—c

(Wir haben hier die Integrationskonstanten ¢; und ¢ der beiden Integrale
ZU ¢ = ¢y — ¢1 zusammengefasst.)

Beim Trennen der Variablen haben wir durch (y — 1)? geteilt und dabei
(y — 1)% # 0 vorausgesetzt. Wir erhalten damit eine weitere Losung fiir
(y —1)2 =0, d.h. wenn y = 1 konstant.

Zusammengefasst haben wir damit fiir (5.9) die allgemeine Losung

1
y)=1- 15— mit Parameter ¢ € R (5.10)
5T +c¢

sowie die zusétzliche spezielle Losung
y(z) =1 konstant. (5.11)

Man beachte, dass die zusétzliche spezielle Losung nicht in der allgemeinen
Losung enthalten ist.

Achtung!

Ist ein Anfangswertproblem zu l6sen, muss die allgemeine und die zuséitz-
liche spezielle Losung betrachtet werden:

Fiir den Anfangswert y(0) = 2 zum Beispiel ist y(0) # 1, daher ergibt
sich hier die Losung zum Anfangswert aus der allgemeinen Lésung (5.10)

(denn fiir die allg. Lsg ist y(z) # 1). Einsetzen der Anfangsbedingung in
(5.10) liefert

1 1
0)=1-"—r =1--22
y(0) 1.02+c c

also ¢ = —1. Damit ist

y(z)=1- 1

die Losung zum Anfangswert y(0) = 2.

Fiir den Anfangswert y(0) = 1 dagegen ist die spezielle Losung (5.11) die
Losung des Anfangswertproblems, denn y(x) = 1 erfiillt natiirlich y(0) =
1.

(b) Wir betrachten die Differentialgleichung

/

y =ay
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fiir exponentielles Wachstum und leiten jetzt die Formel der allgemeinen
Losung her, die wir in Beispiel 5.3.1 schon kennengelernt (und durch ein-
setzen verifiziert!) hatten. Auch hier ist ,, Trennen der Variablen“ anwend-

bar (f(z) = a, g(y) = y):

@:a-y & @:adx falls y # 0

dx y
dy
= —=[adz < hlyl=ar+c , ceR
Y

& Jyl= e

= y:iea;c+c::|:eceax:cleax

Im letzten Schritt haben wir die neue Konstante ¢c; = fe° eingefiihrt.
Welche moglichen Werte kann ¢; annehmen? Da ¢ € R beliebig ist, ist
e® €]0,00[ beliebig. Damit ist dann ¢; = e € R\ {0} beliebig. Wir
haben also zunéchst die allgemeine Losung

y(z) = cre®, 1 € R\ {0}. (5.12)

Beim Trennen der Variablen haben wir (beim Teilen durch y) y # 0 vor-
ausgesetzt. Wir bekommen somit eine weitere spezielle Losung fiir y = 0:

y(x) =0 konstant.

Hier kénnen wir (im Gegensatz zum Beispiel (a)) die spezielle Losung mit
der Formel (5.12) der allgemeinen Losung zu einer gemeinsamen Losungs-
formel kombinieren, indem wir in (5.12) fiir ¢; auch den Wert 0 zulassen.
Wir haben damit schliefllich die allgemeine Losung

y(x) = cpe”, co € R.
(Sie enthélt (5.12) fiir ¢cg = ¢; € R\ {0} und y(x) = 0 fiir ¢g = 0.)
Auch
y=-" (y#0)
Yy
kann man mit Trennen der Variablen losen:

d
Yo I s ydy = —xdx
y

dz
= /ydy:/—xdx
1 1
s —yP=—-2+c , ceR

2 2
2

s yr=—z2+2¢
& y=+v-22+2

Wir haben hier also eigentlich zwei allgemeine Losungen:

y(z) = vV —2% + 2¢, ceR,
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mit Werten y > 0, und

y(x) = —v —22 + 2¢, ceR,

mit Werten y < 0.
Betrachten wir jetzt das Anfangswertproblem
x
y/ = 7§7 y(l) =-1

Da fiir den Anfangswert y(1) = —1 < 0 gilt, kann die Anfangsbedinung
nur durch die Losung mit y < 0, also y(x) = —v—x2 + 2¢ erfiillt werden.
Einsetzen der Anfangsbedinung liefert

y(1)= —vV/—1+2c=-1 = -1+2=1 = c=1.

Also ist y(z) = —v—22 + 2 die Losung des Anfangswertproblems.

5.5 Direkte Losung des Anfangswertproblems bei
getrennten Variablen

Wir betrachten das Anfangswertproblem fiir eine Differerntialgleichung 1. Ord-
nung mit getrennten Variablen

Y = flx)g(y)  y(zo) = vo,

wobei der Anfangswert die Bedingung g(yo) # 0 erfiillt. In diesem Fall kann
man die Losungsmethode des letzten Abschnitts so modifizieren, dass direkt die
Losung des Anfangswertproblems berechnet wird. Hierzu statt dem unbestimm-
ten Integral das bestimmte Integral von z bis x gebildet:

Y@
s = 1@

(@)
T y’(t) B x
= / a(y(0)) dt‘/mo fe)dt

Im linken Integral benutzen wir die Substitution u = y(¢). Dafiir ist

d

Loyt) = du=y @)t
dt

und Substitution der Grenzen ergibt
t=xz = u=y(z)=y,
t=xz9 = u=y(xo)="yo-

Hier haben wir im letzten Schritt die Anfangsbedingung verwendet. Einsetzen
der Substitution ergibt nun

/yy = / 1) dt. (5.13)

Aus dieser Gleichung erhilt man durch Ausrechnen der Integrale und Auflsen
nach y die Losung des Anfangswertproblems.
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Beispiel 5.5.1 Wir 1osen das Anfangswertproblem
y' = -3y, y(0) = 10.

Trennen der Variablen liefert

dy
dx

d
=3y <& Zy:—?)dx

falls y # 0. Da fiir den Anfangswert yo = 10 # 0 gilt, kénnen wir jetzt (5.13)
anwenden und damit die Losung des AWP bestimmen:

Yy :
/1dy /—3dx & [lny]?oz[—Sx]g

< Iny—Inl0=-—

& Iny= 73x+ln10
= Y= 673a:+1n 10 _ 10673:@
Die Losung des Anfangswertproblems ist damit y(z) = 10e 3%

Man beachte, dass die Stammfunktion von 1/y im Allgemeinen In |y| ist. Wir
konnten hier den Betrag aber weglassen, da fiir den Anfangswert y(0) = 10 > 0
gilt und wegen der Bedingung y # 0 fiir die Losung dann y = y(x) > 0 gelten
muss.

5.6 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Eine Differentialgleichung der Form

v +alx)y = g(x) (5.14)

heiBt lineare Differentialgleichung 1. Ordnung. Sie ist homogen wenn g(z) = 0,
sonst inhomogen.

Der Ausdruck ,linear“ bezieht sich hier auf die abhéngige Variable y, die
in (5.14) nur linear vorkommt!: y kommt nur in der ersten Potenz vor, multi-
pliziert mit einem Faktor, der nur von z abhéngt. Es gibt keine quadratischen
oder hoheren Potenzen y*, keine Quotienten mit y im Nenner, und auch keine
Funktionen, in die y eingesetzt wurde.

Fiir die homogene Differentialgleichung, also bei g(z) = 0, kann man die
allgemeine Losung leicht berechnen:

Satz 5.6.1 Die allgemeine Lisung von
y +alx)y=0 (5.15)

181
y(z) = c- e 4@, ceR, (5.16)

wobei A(x) eine Stammfunktion von a(x) ist.

lwie bei einer linearen Funktion mit y als Variable: my + b
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Aquivalent kann man die Losung (5.16) auch als

y(x) =cC- e_fa(r) dz

schreiben, denn das unbestimmte Integral [ a(x)dz liefert ja eine Stammfunk-
tion von a(z). Zu beachten ist dabei, dass fiir das Integral keine Integrations-
konstante notig ist, da diese schon in der Konstante ¢ der Losung enthalten ist.
Das ergibt sich aus der Herleitung Losung im folgenden Beweis des Satzes:

Beweis. Durch Umformen erkennt man, dass die homogene Dgl durch Trennen
der Variablen l6sbar ist:

dy _

Y +alx)y=0 < =Y = —a(z)y
d
= gy = —a(x)dz (y £0)
dy /
= — =— [ a(x)dz
) ()
< Inlyl=—-A(z)+co , o €R
= y = te Al@F0 = 40— Al@) — o= Al) ce R\ {0}

Der Fall y = 0 liefert eine weitere, spezielle Losung, die in der allgemeinen
Losung fiir ¢ = 0 enthalten ist. Damit ist die allgemeine Losung y(z) = ce=A®)
mit ¢ € R. ]

Beispiel 5.6.2 (a) Die Differentialgleichung des exponentiellen Wachstums
y' =ay
ist eine homogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung. Um die Losungs-

formel aus Satz 5.6.1 anwenden zu kénnen, miissen wir die Dgl zuerst auf
die Form (5.14) bringen:

y=ay & Y —ay=0

Der Vergleich mit (5.14) zeigt a(xz) = —a. Die Stammfunktion dazu ist
A(z) = —ax. Damit erhalten wir als allgemeine Losung (man achte auf
die Vorzeichen!)

—A(z)

y(x) = ce = ce®”.

Das ist (natiirlich) wieder die Losung, die wir auch schon in Beispiel 5.4.1
berechnet hatten.

(b) Die Differentialgleichung
y/ + x3y — 0
ist linear homogen 1. Ordnung mit a(z) = z3. Eine Stammfunktion davon
ist A(z) = $a*. Also ist die allgemeine Lésung

y(x) = ce” i

Beachte: Wichtig bei der Anwendung der Losungsformel (5.16) sind die kor-
rekten Vorzeichen fiir a(z) und A(z). In der Losungsformel steht in der Expo-
nentialfunktion ein Minus vor A(x). Und fur das richtige Vorzeichen von a(x)
muss die Dgl auf die Form (5.14) umgeformt sein, d.h. der y-Term muss auf der
linken Seite der Gleichung bei 3’ stehen.
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5.7 Inhomogene lineare Differentialgleichungen
1. Ordnung

Auch fiir die inhomogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung gibt es eine
direkte Losungsformel:

Satz 5.7.1 Die inhomogene lineare Differentialgleichung
y' +a(x)y = g(x) (5.17)

hat die allgemeine Losung

y(z) = e A (c + / eA® g(z) dx) , ceR, (5.18)

Dabei ist A(x) eine Stammfunktion von a(x).

Gleichung (5.18) heit auch Variation der Konstanten Formel Fir das un-
bestimmte Integral [ eA®@ g(x) dz ist keine zusitzliche Integrationskonstante
nétig, da sie in (5.18) ja schon explizit steht.

Beweis. Da die inhomogene Gleichung (5.17) eine &hnliche Form wie die ho-
mogene Gleichung (5.15) hat, kann man vermuten, dass auch die Lésung eine
dhnliche Form wie die homogene Lésung (5.16) hat. Wir machen daher fiir die
Losung den Ansatz
y(z) = c(x) - e A,

Die Konstante ¢ der homogenen Losung darf also jetzt von x abhingen; das ist
die ,,Variation der Konstanten“. Um zu sehen, ob der Ansatz tatsichlich eine
Losung liefert, setzen wir ihn in die Dgl ein (genau wie schon im Beispiel 5.2.1).
Mit Produkt- und Kettenregel erhalten wir

et e(z) - e (—a(a))

y'(x) =(x) -
= d(2)e~ ) —a(x)y(x)
& y(2) +al2)y(e) = (@)e
Also ist
y'(@) + a(@)y(z) = g(x)
& (@) = g(a)
& d(z) = e Dg(x)
= clx)= / A g(z) dz + ¢
Setzt man dies in den Losungsansatz ein, bekommt man (5.18). O

Beispiel 5.7.2 Die Differentialgleichung

y +ay =3z
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ist linear, inhomogen mit Ordnung 1. Es ist a(z) = , also A(z) = z2. Mit der
Variation der Konstanten Formel folgt

y(r) = e 37 (c-i— /e%zz -3z da:)

Zur Berechnung des Integrals substituieren wir u = %xQ. Dann ist % =z, also

du = z dx und damit
1,2 12
/65;1: <3xdr = /3e"du = 3e" = 3e2” .
Damit ist die allgemeine Losung der Dgl
y(z) = e 377 (c + 36%12) —ce 37 43 mit ce€ R.

Wie schon bei der Methode des Trennens der Variablen in 5.5 gibt es auch
bei der Variation der Konstanten eine Version um die Losung eines Anfangs-
wertproblems direkt, ohne ,,Umweg" iiber die allgemeine Lésung zu berechnen:

Satz 5.7.3 Das Anfangswertproblem

Y +alx)y=gx) , y(xo)=1yo

hat die Lésung

y(z) = e=A@). (yo + / ’ eA®g(t) dt) (5.19)

0

A(z) = /m " a(t) dt.

0

Beweis. Da A(z) = [ a(t) dt eine Stammfunktion von a(z) ist, ist (5.19) ein

Zo

Spezialfall von (5.18) und somit eine Loésung der Dgl. Die Anfangsbedingung ist
ebenfalls erfiillt, denn es gilt A(zo) = f;;o a(t) dt = 0 und damit

Zo
(o) = e=AG) (yo + [ ey dt) — Oy +0) = yo.

0

5.8 Anwendung: RC-Reihenschaltung

Ein einfaches Anwendungsbeispiel einer linearen inhomogenen Differentialglei-
chung 1. Ordnung ist die RC-Reihenschaltung. Ein Widerstand R und ein Kon-
densator C sind mit einer Spannungsquelle U in Reihe geschaltet, sieche Abbil-
dung 5.2. Der Zustand der Schaltung zu einem Zeitpunkt ¢ ist bestimmt durch

¢ die Kondensatorladung Q(t),
e die Stromstirke I(t),

e die angelegte Spannung U(t).
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R C

D)
&

Abbildung 5.2: RC-Reihenschaltung

Fur die an den Bauteilen der Schaltung abfallenden Spannungen gilt
Ur(t) +Uc(t) =U(?)

wobei 1
Un(t) = RI®),  Uolt) = 5Q(1)

die Spannungen am Widerstand R und Kondensator C' sind. Auflerdem gilt
I(t) = Q(t), die Stromstérke ist die zeitliche Anderung der Ladung im Konden-
sator. Setzt man alles zusammen ergibt sich

RI(t) + éQ(t) — U
= Q)+ Q) = TUW)

Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung fiir Q(¢). In
der Schreibweise (5.17) mit y fiir die abhéngige Variable Q(t):

1 1

1 =
v+ rey RU(t),

d.h. a(t) = 5 und g(t) = £U(t).
Bei konkret gegebener angelegter #uflerer Spannung U(¢) kann die Losung
der Dgl mit der Variation der Konstanten Formel berechnet werden.

Beispiel 5.8.1 Aufladen des Kondensators bei konstanter duflerer Spannung.

Wir legen eine konstante duflere Spannung U(t) = U, an und beginnen zur
Zeit t = 0 mit einem vollstéindig entladenen Kondensator, also Q(0) = 0. Wir
haben somit das Anfangswertproblem

o U, B
Q+zeQ@=7% . QO=0 (5.20)

Aus a(t) = qg folgt A(t) = F5t. Einsetzen in die Variation der Konstanten
Formel (5.18) ergibt

Qt) = e A1) (Co + /eA(t)g(t) dt> — ¢ mol. (Co + /e% . % dt)

Das Integral ist

/eﬁ%dt:e%-RC’- = U,CerC,
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Abbildung 5.3: Ladungs- und Stromverlauf beim Aufladen eines Kondensators

so dass fiir die Losung folgt
Qt) = e~mel. (Co + UaC’eRilct) = coe—Tlct +U,C.

Dies ist noch die allgemeine Losung mit dem freien Parameter ¢y € R. Diesen
konnen wir jetzt aus dem Anfangswert berechnen:

Q) =co+U,C=0 = co=-UC.

Damit ist . )
Q(t) = ~U,Ce"®ret + U,C =U,C (1 - e‘ﬁt) (5.21)

die Losung des Anfangswertproblems (5.20). Diese Funktion beschreibt also
den zeitlichen Verlauf der Kondensatorladung beim Aufladen des Kondensa-
tors. Man erkennt, dass Q(t) tatséichlich monoton wachsend ist, denn e~wet ist
monoton fallend und daher 1—e~%c* monoton wachsend. AuBerdem néhert sich
die Ladung Q(¢t) fiir grofie ¢ asymptotisch dem Wert U,C an, denn e"Ret 0
fiir ¢ — oo. Den Ladestrom erhélt man aus (5.21) durch Ableiten:
b ]. 1 U 1
It)=Q1t)=U,C - —e rc! = ~2e rat
(1) = Q) = UC - e ot = e

Ladungs- und Stromverlauf sind in Abbildung 5.3 dargestellt.

5.9 Das Richtungsfeld einer Differentialgleichung
1. Ordnung

Zu einer Differentialgleichung 1. Ordnung kann man das sogenannte Richtungs-
feld zeichnen. Dieses Richtungsfeld gibt eine graphische Veranschaulichung der
Differentialgleichung und zeigt dabei auch den qualitativen Verlauf der Losun-
gen der Dgl.
Wir betrachten eine Differentialgleichung 1. Ordnung in ganz allgemeiner
Form?,
y = f(a,). (5.22)

Fiir eine Losung y = y(z) dieser Gleichung gilt also
Y (@) = f(z,y(@)).

2Dies ist die explizite Form. Das bedeutet, dass die Gleichung nach y’ aufgelost ist.
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T Steigung = f(x,y)

Abbildung 5.4: Das Richtungsfeld einer Differentialgleichung

Das bedeutet, dass die Losung y(z) an der Stelle z, also im Punkt (z,y) mit
y = y(x), die Steigung 3/ (z) = f(x,y) hat. Kurz:

f(z,y) = Steigung einer Losung im Punkt (z,y).

Das wichtige ist hier, dass wir die Steigung einer Losung durch den Punkt
(x,y) berechnen kénnen ohne die Losungsfunktion y(z) explizit zu kennen, denn
wir brauchen in die rechte Seite f(x,y) der Differentialgleichung ja nur die
Koordinaten des Punktes (x,y) einzusetzen.

Das Richtungsfeld der Differentialgleichung (5.22) erhélt man nun, indem
man an vielen Punkten (x,y) jeweils die entsprechende Steigung einzeichnet,
siehe Abbildung 5.9.

Das Richtungsfeld gibt die Steigung der Losungen der Differentialgleichung
vor. Anders ausgedriickt: Jede Losung der Differentialgleichung lauft an jeder
Stelle tangential zum Richtungsfeld. Wir illustrieren das am néchsten Beispiel.

Beispiel 5.9.1 Wir betrachten die ganz einfache Differentialgleichung

Yy =y (5.23)

also den Fall f(z,y) = y. Wir konstruieren das Richtungsfeld der Dgl indem
wir fiir eine Reihe von Punkten (z,y) im Koordinatensystem die entsprechende
Steigung einzeichnen; die Steigung ist gegeben durch f(z,y), also hier gleich y.
Damit haben wir hier also die gleiche Steigung fiir alle Punkte mit gleichem
y-Wert, d.h. fiir Punkte auf Geraden parallel zur z-Achse, siche Abbildung 5.5.
Fiir Geraden oberhalb der xz-Achse ist y > 0, die Steigung ist also positiv;
und je hoher die Gerade, also je groer y, desto grofler auch die Steigung. Auf
Geraden unterhalb der z-Achse dagegen ist die Steigung negativ (denn dann ist
y < 0), und sie wird umso stéirker negativ (d.h. ihr Betrag wird grofer) je weiter
unterhalb der z-Achse die Gerade liegt. Auf der z-Achse selbst ist y = 0 und
damit die Steigung des Richtungsfelds Null.

Man kann nun das Richtungsfeld benutzen, um den Graphen von Losungen
der Dgl zu skizzieren. Da die Losungskurve in jedem Punkt tangential, also
parallel zum Richtungsfeld ist, folgt somit die Losung von einem Startpunkt
ausgehend immer dem Richtungsfeld. Auf diese Art erhilt man in Abbildung 5.5
tatséchlich die Graphen der allgemeine Losung von (5.23)

y(z) = ce”, ceRR,
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Abbildung 5.5: Richtungsfeld von 3/ =y

die wir in Beispiel 5.4.1(b) schon berechnet haben.

Bemerkung: Differentialgleichungen 2. Ordnung haben kein Richtungsfeld.
Eine allgemeine Dgl 2. Ordnung ist von der Form

y' = f(z,y,y)

und legt somit nicht die Steigung ¥’ sondern die Kriimmung 3" fest. Ist die Dgl
nicht explizit von = abhéngig (autonom),

y' = fy.y),

so kann man aber ein sogenanntes Phasenportrit anfertigen, das den Verlauf
von Lésungen in einem (y,y')-Koordinatensystem darstellt.

5.10 Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

Wir wenden uns jetzt den Differentialgleichungen 2. Ordnung zu. Dabei betrach-
ten wir vorallem lineare Differentialgleichung, mit konstanten Koeffizienten, fiir
die wir die Losung in sehr allgemeinen Féllen angeben konnen. Die Gleichung

Y +ay +by =g(x) (5.24)

heif3t lineare Differentialgleichung 2. Ordnung, die Koeffizienten a,b € R sind
dabei konstant. Wie schon bei Gleichungen 1. Ordnung ist (5.24) homogen wenn
g(x) = 0 und sonst inhomogen.

Fiir lineare Differentialgleichung gilt das Superpositionsprinzip, mit dem man
aus schon bekannten Losungen neue Losungen konstruieren kann. Dabei wer-
den Losungen von (5.24) zu moglicherweise verschiedenen rechten Seiten g(x)
miteinander kombiniert:
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Superpositionsprinzip (Linearitéit). Ist y;(z) eine Losung von

y' +ay' + by = g1(x) (5.25)
und yo(x) eine Losung von

v+ ay + by = ga(x) (5.26)

dann ist die Linearkombination y(z) = c1y1(z) + caya(z) (c1,c2 € R) eine
Losung von

y" 4+ ay’ + by = c191(x) + caga(z). (5.27)
Beweis. Aus y(z) = c1y1(z) + caye(x), oder kurz y = c1y1 + caye, folgt

y' +ay’ +by = ey +cays +alcry) + cays) +b(ciyr + cayo)
=c1- (Y +ayy +by1) + 2 (yz + ayy + byz)
= c191(x) + c292(x)

Dabei haben wir im letzten Schritt verwendet, dass y; (x) Losung von (5.25) ist,
also yi + ay + byr = g1(x), und ya(z) Losung von (5.26), d.h. y§ + ayh + bys =
92(). g

Die folgenden beiden Spezialfille des Superpositionsprinzips sind besonders
wichtig:

(a) Sind y; und ys beides Losungen der homogenen Differentialgleichung
y' +ay +by=0 (5.28)

dann ist auch c;y; + coye Losung der homogenen Gleichung (5.28). (Das
ist der Fall g1 = go =0.)

(b) Ist y, Losung der homogenen Differentialgleichung (5.28) und y, Lésung
der inhomogenen Differentialgleichung

y' +ay + by =g(x) (5.29)

dann ist auch yj, + y, Losung der inhomogenen Gleichung (5.29). (Das ist
der Fall ¢y = e =1, g1 =0.)

Bemerkung: Das Superpositionsprinzip spiegelt die Eigenschaft der Linearitdit
der Differentialgleichung wider. Das ist genau die gleiche Eigenschaft, die wir
auch schon in Mathematik A bei linearen Gleichungssystemen kennengelernt ha-
ben: Fiir die homogene Gleichung sind Summen und konstante skalare Vielfache
von Losungen wieder Losungen. Und die (allgemeine) Losung der inhomogenen
Gleichung ist die Summe aus der (allgemeinen) Lésung der homogenen Glei-
chung und einer speziellen (partikuliren) Losung der inhomogenen Gleichung.
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5.11 Homogene Gleichungen 2. Ordnung und das
charakteristische Polynom

Fiir die Konstruktion von Losungen linearer Differentialgleichungen 2. Ordnung
betrachten wir, wie schon im Fall 1. Ordnung, zuerst die homogene Gleichung

y" +ay +by =0, (5.30)

Um den Ansatz fiir die Losung zu motivieren, erinnern wir uns daran, dass die
dhnliche homogenen lineare Dgl 1. Ordnung y' +ay = 0 die Losung y(x) = e~ %*
hat (Satz 5.6.1 mit a(x) = a = A(x) = ax). Die Idee ist, dass eine Losung
der Gleichung 2. Ordnung (5.30) auch wieder eine Exponentialfunktion ist. Wir

machen daher den Ansatz
y(z) = e

mit einer noch unbekannten Zahl A\. Wir miissen nun A so bestimmen, dass unser

Ansatz tatsichlich eine Losung von (5.30) ist. Dazu setzen wir y(z) = e in

die Dgl ein. Wegen
V@) =3, @) = A
gilt
Y (x) + ay/ () + by(z) = A2 + are™ 4 be?®
= &0 (W +ar+b) =0

20
— MN4a\+b=0

Damit ist y(z) = e** eine Losung genau dann, wenn ) eine Nullstelle des Poly-
noms

p(A) =2 +a\+b (5.31)

ist. Dieses Polynom nennt man charakteristisches Polynom der Differentialglei-
chung (5.30). Jede Nullstelle von p()\) liefert also eine Lésung e*® von (5.30)
und nach dem Superpositionsprinzip des letzten Abschnitts ist jede Linearkom-
bination davon wieder eine Losung. Auf diese Weise erhalten wir tatséchlich die
allgemeine Losung von (5.30):

Satz 5.11.1 Die allgemeine Lisung von
y' +ay +by=0
15t
y(x) = cry1(x) + caya (), c1,c € R. (5.32)

Dabei ergeben sich die Funktionen y1, yo wie folgt aus den Nullstellen des cha-
rakteristischen Polynoms p(\) = A% + a\ + b:

(a) bei zwei Nullstellen Ay # g ist

/\Qw

ya(z) = ™%

)\1£D
)

yi(z) =e
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(b) bei einer doppelten Nullstelle A1 ist

y1(x) = e™?, Ya(r) = zeM”.

Die Funktionen y; und ys, aus denen die allgemeine Lésung (5.32) zusammen-
gesetzt ist, nennt man Fundamentalsystem der Differentialgleichung.

Beweis.

(a) Fall von zwei Nullstellen A; # Az: Wir haben oben schon gesehen, dass
die Nullstellen A1, Ay des charakteristischen Polynoms die Lésungen

)\1I

yi(z) = e, ya(x) = e

)\QZE

ergeben. Nach dem Superpositionsprinzip in 5.10 ist damit (5.32) eine
Losung der homogenen Dgl. Um zu zeigen, dass dies auch die allgemeine
Losung ist, muss man noch iiberpriifen, dass damit ein beliebiges Anfangs-
wertproblem losbar ist. Da die Differentialgleichung von 2. Ordnung ist,
haben wir zwei Anfangswerte

y(zo) =u, ¥y (wo) =v.

Einsetzen von (5.32) liefert das lineare Gleichungssystem

y(z0) = c1y1(wo) + cay2(z0) = u

[l=
S

Y (z0) = c1¥ (zo) + cays(zo) =

- G H)E-0
yi(zo) ya(zo)) \c2 v

fiir die Parameter ci,co. Das Gleichungssystem ist 1osbar (fir beliebige

Anfangswerte u, v) genau dann, wenn

y1(2o) 1‘12(960))
det 0.
<y1 (v0) vhlo)) 7
Es gilt
Y1 (Z'()) Z/Q(ﬂfo) _ eAle e)\on
det (y/ y/z = det )\16>\13:0 )\26)\2390

= ()\2 _ Al)e)\lxoe)\gl‘g 7& O
weil A1 # Ag. Also ist (5.32) die allgemeine Losung.

(b) Fall einer doppelten Nullstelle \;: Wir wissen wieder, dass y;(z) = e*?

eine Losung ist. Fiir yp(z) = ze*® miissen wir das noch nachrechnen:
Nach der Produktregel ist

yh(z) = eM® 4 AyzeM®, Yy () = 20eM® 4+ N2petr®,
und damit

vy () +ayh (z)+bys(x) = 2eMT (A2 4-ar +b)+eM% (20 +a) = eM (2N +a),
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wobei wir benutzt haben, dass A\; Nullstelle von p ist, also p(A1) = A% +
al1 + b = 0. Da \; eine doppelte Nullstelle ist, hat das charakteristische
Polynom die Faktorisierung

p(A) = (A= A1)2 = A2 =200 + A2,

Koeffizientenvergleich mit p(\) = A2 +a\ + b ergibt a = —2\y, also 2)\; +
a = 0. Somit folgt v (z) + ayh(z) + by2(z) = 0, d.h. auch y, ist eine
Losung der homogenen Dgl. Wie in (a) bleibt noch die Frage, ob (5.32)
die allgemeine Losung liefert. Hier gilt

det <y/1($0) y3($0)> — det < eM1Zo l‘oe)qzo > _ 62>\1w0 7£ 0.

y1(wo)  ya(wo) Apeti®o  eMTo ) g0

also ist (5.32) auch in diesem Fall die allgemeine Losung.

O

Beispiel 5.11.2 (a) Wir berechnen die allgemeine Losung der homogenen

Differentialgleichung
y" — 2y =0.

Das charakteristische Polynom dazu ist
p(\) =A% —2.
Fiir die Nullstellen erhalten wir
MNo2=0 & A=+V2,
also zwei verschiedenen Nullstellen
A =V2, Ao = —V/2.
Nach Satz 5.11.1 (Fall A; # Ag) ist damit

V2z

yi1(z) =e¥?*,  ypa) =e V"

ein Fundamentalsystem der Dgl, und die allgemeine Losung ist

y(.’L‘) = Cle\/iaC + 026_\/§$, c1,c0 € R.

Wir berechnen die Losung des Anfangswertproblems
y' =2y =3y=0, y(0)=1,y'(0)=-2.
Das charakteristische Polynom ist p(\) = A2 — 2)\ — 3. Nullstellen:

PN =X -21-3=0 & A-1)?=4 & A=1+£2
— A = -1, Ao =3
Die allgemeine Losung der Dgl ist also

y(x) = cre™® + cpe®”.
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Fiir die Losung des Anfangswertproblems berechnen wir nun zuerst y'(x):
Y (z) = —cre™ + 3coe®”,
Die Anfangsbedingungen lauten damit

y(0)201'60+02'€0201+cgél

!

y'(0) = —c1” + 3c9€® = —¢1 + 3¢ = —2

Dies ist das Gleichungssystem

c1 +co =1 I
—c1 F3ca =-2|1I
Addition der Gleichungen I+II liefert
402:—1@)02:—% :I> 01:1—0221—1—%:%
Somit ist 5 1
y(z) = Zeim _ 1631

die Losung des Anfangswertproblems.

Bemerkung: Die Menge L aller Losungen der homogenen linearen Differen-
tialgleichung 2. Ordnung (5.30) ist ein Vektorraum (vgl. Mathematik A). Denn
nach dem Superpositionsprinzip gilt

ywo€L = y+g€L, c-yel (ce R).

Jedes y € L hat eine Darstellung y = c1y1 + c2y2 im Fundamentalsystem y1, y2
(Satz 5.11.1). Diese Darstellung ist eindeutig, denn ¢y, co ergeben sich als Losun-
gen des Gleichungssystems aus den Anfangswerten von y. Da jedes y € L also
eine eindeutige Darstellung im Fundamentalsystem hat, folgt, dass das System
(y1,y2) eine Basis von L ist. Da die Basis aus zwei Funktionen besteht, hat der
Vektorraum L somit die Dimension 2:

dim L = 2.

Die Dimension ist also gleich der Ordnung der Differentialgleichung! Dies gilt
tatsdchlich fiir lineare Differentialgleichungen jeder Ordnung: Die Menge der
Losungen einer homogenen linearen Gleichung n. Ordnung hat die Dimension
n, d.h. es gibt ein Fundamentalsystem aus n Funktionen. Fiir die homogene
lineare Dgl 1. Ordnung haben wir das iibrigens in Satz 5.6.1 gesehen.

5.12 Reelle und komplexe Fundamentalsysteme

Nach Satz 5.11.1 hat die homogenen linearen Dgl 2. Ordnung (5.30) die allge-
meine Losung

y(x) = ciyi(z) + caya(z).
Das Fundamentalsystem g1, ys erhélt man dabei aus den Nullstellen des cha-
rakteristischen Polynoms p(\). Hat p zwei verschiedene kompleze Nullstellen
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A1, A2 € €, dann ist das zugehorige Fundamentalsystem y (x) = e*?, yo(z) =
e*2® ebenfalls komplex und damit auch die allgemeine Losung y(z).

Da das charakteristische Polynom p(\) = A% +a\ +b reell ist?, d.h. a,b € R,
sind komplexe Nullstellen von p zueinander komplex konjugiert, Ay = A1, also

)\1:a+jﬂv )\2:017]5

Damit sind auch die Funktionen im Fundametalsystem zueinander komplex kon-
jugiert, denn B

ala) = €7 = N = N = (a).
Wir kénnen nun diese Eigenschaft benutzen, um aus dem komplexen ein dqui-
valentes reelles Fundamentalsystem zu konstruieren. Damit erhalten wir dann
auch die allgemeine Losung in reeller Form. Wir benutzen zuerst die Eulerformel
fiir die komplexe Exponentialfunktion:

y1($) — e(ot-i-j,@)x _ eawejﬂw — % (COS(BI’) +]Sln(ﬁx))
= e* cos(Bx) + je*” sin(fBx).

Nach dem Superpositionsprinzip ist ui () = $y1(z) + 1y2(2) auch eine Losung

der homogenen Dgl. Aus ys(z) = y1(z) folgt dann

uy(z) = %(yl(x) +y1(2)) = Reyi(z) = ** cos(Bx).

In analoger Weise ist auch

1

= 27(111 (z) = y1(2)) = Imy () = e sin(Bz)

ug(x)

eine Losung. Da man aus den neuen reellen Losungen uq (), u(z) das urspriing-
liche Fundamentalsystem durch y; = u1 + jus und yo = uy — jug zuriickerhalten
kann, ist auch

uy(x) = e** cos(fx), uz(x) = e** sin(fSx) (5.33)

ein Fundamentalsystem, das reelle Fundamentalsystem zu den komplex konju-
gierten Nullstellen A\; /o = a & j von p()). Linearkombination von u; und ug
liefert dann die allgemeine Losung von (5.30) in reeller Form

y(x) = crur (z) + caus(x), ci,c2 € R. (5.34)

Beispiel 5.12.1 Wir berechnen Fundamentalsysteme und die allgemeine Lo-
sung von
Yy’ =2y +2y=0.

Zuerst die Nullstellen des charakteristischen Polynoms:
pA=X-224+2=0& A-1)’=-1 & A=1%j
Wir habenhier also den Fall konjugiert komplexer Nullstellen

M =147, X=1-j

3Wir gehen hier von reellen Differentialgleichungen aus, also y”/ +ay’ +by = 0 mit a, b € R.
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(also @« = 1 und 8 = 1.) Das zugehérige komplexe Fundamentalsystem ist dann
yi(z) = 17, y2() = 1797
und liefert die allgemeine Losung in komplexer Form
y(z) = c eITDT 4 o) e(l=i)
Das reelle Fundamentalsystem ist
uy(z) = e® cosz, ug(x) = e” sinx
mit entsprechender allgemeinen (reellen) Losung
y(x) = c1e” cosx + cae” sinx.

Beachte: Bei konjugiert komplexen Nullstellen kann man die allgemeine Losung
der Dgl wahlweise iiber das komplexe oder das reelle Fundamentalsystem be-
rechnen. Obwohl sich dadurch zunéchst verschiedene Formeln fiir die allgemeine
Losung ergeben, (5.32) und (5.34), erhélt man aus beiden Formeln dieselben
Losungen (vorausgesetzt man lisst fiir ¢;,co auch komplexe Zahlen zu). Beide
Formeln fiir die allgemeine Losung sind also dquivalent. Speziell kann man auch
beide Formen verwenden, um ein Anfangswertproblem zu l6sen und erhélt auf
beiden Wegen dieselbe Losung. (Die Losung des Anfangswertproblems ist ein-
deutig.) In praktischer Hinsicht ist der Vorteil des reellen Fundamentalsystems,
dass damit das Rechnen mit komplexen Zahlen vermieden werden kann, z.B.
bei der Losung von Anfangswertproblemen (mit reellen Anfangswerten).

5.13 Inhomogene lineare Differentialgleichungen
2. Ordnung

Wir untersuchen jetzt die Losungen der inhomogenen linearen Differentialglei-
chung 2.0rdnung
Y +ay' +by = g(x). (5.35)

Nach dem Superpositionsprinzip aus 5.10 ist die Summe einer Losung y;, der
homogenen Dgl und einer Losung y, der inhomogenen Dgl (5.35) wieder eine
Losung von (5.35). Benutzen wir fiir y;, die allgemeine Losung der homogenen
Gleichung, so erhalten wir die allgemeine Losung von (5.35):

Satz 5.13.1 Ist y,(x) eine spezielle (partikulire) Losung der inhomogenen Dif-
ferentialgleichung (5.35) und ist yp(x) die allgemeine Losung der zugehdrigen
homogenen Differentialgleichung (5.30) dann ist

y(x) = yn(z) + yp(z)

die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialgleichung. Ist y1,y2 ein Fun-
damentalsystem der homogenen Gleichung, so gilt yp(x) = c1y1(c) +caya(x) und
damit fir die allgemeine inhomogene Lisung

y(r) = cry1(z) + caya () + yp(2) (c1,¢2 € R).
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g(x) \ Ansatz fur y,(z) \ Bedingung
Plr) ) 200) £0
Q) p(0) = 0
P(z)e™” Q(z)e™” p(a) #0
xQ(z)e™” p(a) = 0 (einfach)
2?Q(z)e” p(a) =0 (doppelt)
A cos(wz) + Agsin(wz) | By cos(wzx) + B sin(wx) p(jw) #0
2(Bj cos(wzx) + By sin(wz)) | p(jw) =0

Tabelle 5.1: Ansétze fiir die partikuldre Losung

Beweis. Nach dem Superpositionsprinzip ist y;, + y, eine Losung von (5.35).
Um zu zeigen, dass dies die allgemeine Losung ist, zeigen wir wieder, dass sich
damit jedes Anfangswertproblem lésen lisst. Die Bedingungen

)
)

ergeben nach Einsetzen von y, = c1y1 + coys wie im Beweis von Satz 5.11.1 ein
lineares Gleichungssystem fiir ¢1, co, das wie dort gezeigt eine eindeutige Losung
hat. ]

y(xo) = yn(0) + yp(r0) = u
To) =Y

y'( n(20) + yp(20) = v

Nach Satz 5.13.1 langt es also fiir die allgemeine Losung von (5.35) eine
spezielle Losung von (5.35) zu finden. Diese spezielle Losung wird dann auch
partikuldre Losung genannt. Bleibt die Frage: Wie findet man so eine partikuldre
Losung?

Eine Methode ist, einen bestimmten Ansatz zu machen, der von der Form
der rechten Seite g(z) (der ,,Inhomogenitit“) abhéingt. Dies funktioniert fiir Po-
lynome, Exponentialfunktionen sowie Sinus und Cosinus-Funktionen als g(x)
und ist in Tabelle 5.1 dargestellt. Hierbei sind P(z) und Q(z) Polynome vom
selben Grad, und das Polynom @Q(z) enthélt fiir den Ansatz zunéchst allge-
meine Koeffizienten, die dann so zu bestimmen sind, dass sich eine Losung der
inhomogenen Dgl ergibt. Kommt etwa in der Inhomogenitét g(z) das Polynom
P(x) = 22 + 42 vor, so ist der Ansatz fiir Q(x) ein allgemeines Polynom 2.
Grades, also Q(r) = Ax? + Bx + C.

Der zu wihlende Ansatz ist noch von einer Bedingung an die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms p(\) abhéngig (letzte Spalte der Tabelle). Ist — je
nach Inhomogenitét — eine bestimmte Zahl eine Nullstelle von p()\), so muss
der Ansatz noch mit einem zusétzlichen Faktor x versehen werden, bei einer
doppelten Nullstelle mit 2. (Die doppelte Nullstelle ist nur bei g(z) = P(x)e®*
moglich.)

Beispiel 5.13.2 Wir berechnen zunéchst eine partikuldre und damit dann die
allgemeine Losung der Differentialgleichung

y// 4 Y= €2z.

Die Inhomogenitit ist g(z) = e?*. Ein Vergleich mit Tabelle 5.1 zeigt
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Das Polynom P(z) = 1 hat den Grad 0. Also wéhlen wir fiir Q(z) das allgemeine
Polynom 0. Grades, das ist das konstante Polynom Q(x) = A. Jetzt iiberpriifen
wir noch die Bedingung: Das charakteristische Polynom ist p(A\) = A%+ 1. Damit
ist

p(a) = p(2) =5 £0.
Unser Ansatz fiir die partikulire Losung ist damit

yp(r) = Q(x)e*" = Ae*

mit der noch zu bestimmenden Konstante A. Zur Berechnung von A setzen wir
den Ansatz nun in die Dgl ein:

yn(z) = 24e**,  yo(x) = 4Ae*
= y(x) +yp(z) = 44> + Ae® = 5Ae*" = 2

Der Ansatz erfiillt also die Dgl genau dann, wenn
1

Somit ist die partikuldre Losung

1 xT
yp(x) = 562 .

Jetzt zur allgemeinen Losung. Dazu bestimmen wir die allgemeine homogene
Losung aus den Nullstellen des charakteristischen Polynoms:

PN =XN+1=0 & N=-1 & =i

Dies ist der Fall konjugiert komplexer Nullstellen A\; = j, Ao = —j. Das reelle
Fundamentalsystem ist dann (« =0, 8 =1)

y1(x) = cos(z), ya(z) =sin(z)
und damit die allgemeine homogene Lésung
yn(x) = 1 cos(x) + cosin(x), c1,c2 € R.

Somit ist schlieBlich die gesuchte allgemeine Losung der inhomogenen Differen-
tialgleichung

) 1
y(@) = yn(z) + yp() = crcos(z) + easin(@) + e, e, €R,

Hinweis: Man kann das Uberpriifen der Bedingung in Tabelle 5.1 weglassen
und zunéchst mit dem Ansatz ohne zusitzlichen Faktor = starten (also den Fall
p(...) # 0 annehmen). Wenn der Ansatz eine Losung liefert, ist man fertig.
Wenn der Ansatz aber nicht funktioniert und einen Widerspruch ergibt, dann
weifl man, dass man doch im Fall p(...) = 0 ist und somit zum Ansatz noch
einen Faktor x hinzufiigen muss.
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5.14 Losung durch Ubergang zum Komplexen

Fiir bestimmte Arten von Inhomogenititen g(z) kann man eine partikuldre
Losung dadurch bestimmen, dass man zunéchst zu einer komplexen Differenti-
algleichung iibergeht und dafiir eine partikuldre Losung berechnet. Betrachten
wir etwa eine Gleichung der Form

y" + ay’ + by = e** cos(Bzx). (5.36)

Die rechte Seite g(z) ist keine der Inhomogenitéten aus Tabelle 5.1. Die Idee ist
nun, g(z) mit Hilfe der Eulerformel als Realteil einer komplexen Exponential-
funktion zu schreiben:

elatiB)z — gowgibe *(cos(Bx) + jsin(fz))

=e
= e* cos(Bx) + je** sin(Bx)

Es ist also e** cos(fz) = Re (e(“‘”ﬁ)w). Wir betrachten daher jetzt die komplexe
Differentialgleichung mit der Exponentialfunktion e(*+78? als rechter Seite:

Y+ ay + by = elotifz, (5.37)

Mit Tabelle 5.1 kénnen wir hierfiir eine (komplexe) Losung y(z) bestimmen. Thr
Realteil u(x) = Rey(x) ist dann eine Losung von (5.36), denn diese Dgl erhiilt
man genau als Realteil der komplexen Dgl (5.37):

v’ +au’ +bu=Re(y” + ay’ + by) = Re(e*T7*) = e cos(Bz).
Analog ist der Imaginérteil v(z) = Imy(z) eine Losung von
v +av’ + b = Im(el* ) = €% sin(Bx).

Beispiel 5.14.1 Gesucht ist eine partikuldre Losung von

y' +1y =e Tsinz. (5.38)
Wegen Im(e(~149)%) = ¢=%sin z ist die zugehdrige komplexe Dgl

Y 4y = elTHIT, (5.39)
Gemif Tabelle 5.1 ist ein Ansatz fiir eine partikulire Losung von (5.39)

yp(x) = A1,

(Es ist p(A) = A2 + X\ und damit p(—1 + j) # 0.) Damit erhalten wir

yp(x) = (=1 + j)Ae 1T,

Yl (x) = (—1 + §)2Ae1HDT = _9jAc(-1+Dz
= Yyl = (=2 + (~1+ ) AT = (21— j)AeT1HDE L (1)
& (-1-jA=1
1 -1+ e

+1‘
= 2]

AT T ) 2 2
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Also ist

11Ny,
yp(z) = (—§+§J)e( 1+9)

eine partikulire Losung der komplexen Dgl (5.39). Aufgrund von Im(e(~1+7)%) =
e~ ?sinz ist dann der Imaginérteil v,(z) = Imy,(z) eine partikulire Losung der
reellen Dgl (5.38). Also ist

vp(x) = Imy,(z) = Im ((—; 4 ;j>e(—1+j)x>

1 1 .
=1Im ((—2 + 5]) (e ®cosz+je ” Sinx)>
I 1 —x L. - + L. —x —T
=Im(—ze Fcosz — —je ¥sinz+ —je “cosx — e “sinx
2 27 2’ 2

SR PR g
= 26 SN x 26 COS X

eine partikuldre Losung von (5.38).

5.15 Superposition partikulidrer Lésungen
Ist die Inhomogenitét g(z) eine Summe von Termen, fiir die man getrennt parti-
kulédre Losungen berechnen kann, so erhélt man die gesamte partikulére Losung

fiir g(x) als Superposition der einzelnen partikuléren Losungen:
Ist yp1(z) eine partikuldre Losung von

y" +ay +by = g1(x)
und yp2(z) eine partikulére Losung von
y' +ay’ + by = g2(),
dann ist die Superposition cy,1 + dyp2 eine partikuldre Losung von
y" +ay' +by = cgi(x) + dga ().

Das ist genau die Aussage des Superpositionsprinzips von Abschnitt 5.10. Es
gilt tibrigens genauso fiir Summen mit drei oder mehr Summanden.

Beispiel 5.15.1 Wir suchen eine partikulére Losung von
Y +y = —3x + 5e”. (5.40)
Die Inhomogenitét ist also eine Summe
g9(z) = =3z + 5¢” = cg1(z) + dg2(z)

mit ¢ = =3, g1(z) =z, d = 5 und g2(z) = e*. Wir bestimmen daher zunéchst
partikuldre Losungen von

v +y =gi(x) =2 und v+ 1y = go(x) = €.
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R C

Abbildung 5.6: RCL-Schwingkreis

Es ist p(\) = A2+ \. Die Bedingung gemifl Tabelle 5.1 fiir die Dgl 3/ +y' = x ist
p(0) = 0 und daher machen wir den Ansatz y, (z) = = - (Azx + B) = Az? + Buz.
Einsetzen in die Dgl ergibt nach kurzer Rechnung A = % und B = —1, also

1
yp1(x) = 53:2 — .

Fiir y” 4+ 3y’ = e” ist die Bedingung p(1) # 0 und der Ansatz y,s(z) = Ae” fiihrt
auf

1
yp2(x) = 56 .

(Die vollstindigen Rechnungen iiberlassen wir dem Leser.) Es folgt, dass

3 5
Yp(z) = =3yp1(w) + Sypa(x) = _5332 + 3z + §€x

eine partikuldre Losung von (5.40) ist.

5.16 Anwendung: gedimpfte lineare Schwingun-
gen

Eine Anwendungsbeispiel fiir lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten ist die Gleichung

4 209 + wiy = g(t). (5.41)
Sie beschreibt lineare geddmpfte Schwingungen. Die Koeffizienten der Gleichung
sind physikalisch motiviert:
e ) > 0 ist der Dampfungsfaktor;

e wo > 0 ist die Figenfrequenz des ungeddmpften Systems (genauer die
Kreisfrequenz);

e ¢(t) ist die Anregung des Systems.

Geddmpfte Schwingungen treten z.B. in der Mechanik oder bei elektrischen
Schaltungen auf. Ein konkretes Beispiel fiir letzteres ist der RCL-Schwingkreis
aus Widerstand R, Kapazitdt C' und Induktivitéit L, siehe Abbildung 5.6. Ist
Q(t) die Kondensatorladung, so wird die zeitliche Entwicklung des Systems
durch folgende Differentialgleichung beschrieben:

LO + RQ + %Q = U(t)

. R. 1 1
< Q+EQ+EQ:ZU“)
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Dies ist also eine lineare gedimpfte Schwingung (5.41) mit

R 1 1
Wir berechnen jetzt die Losungen von (5.41), zuerst fiir den freien (homo-
genen) Fall g(t) = 0.

5.16.1 Freie gedampfte Schwingungen

Bei freien Schwingungen ist die Anregung g(t) = 0. Wir haben also die homogene
lineare Dgl
i 4 207 + wiy = 0. (5.42)

Fiir die Nullstellen des charakteristischen Polynoms berechnen wir

PN =N +200+wi=0 & (\+6)*=6—-wp

& A=-0£4/62—w

Je nach Vorzeichen des Terms §% —w? unter der Wurzel erhalten wir verschiedene
Losungen:

(a) Fall § > wy (starke Dampfung)

In diesem Fall ist 62 — w2 > 0 und damit sind A\; 2 = —0 & /02 — w?
zwei (verschiedene) reelle Nullstellen von p(A). Die allgemeine Losung von

(5.42) ist damit

At Aot

y(t) = cre™’ + coe

Da /62 — w < 4 ist, ist A1 2 < 0, die Losung fillt also exponentiell.

(b) 0 = wg (kritische Dampfung)

Hier ist Ay = —9 eine doppelte Nullstelle von p()\). Die allgemeine Losung
ist somit

y(t) = cre 0 + cote 0,

Die Losung fillt wieder exponentiell. (Beachte: auch te=%t fillt fiir grofe
t exponentiell.)

(¢) 0 <d <wp (schwache Dampfung)

Jetzt ist 62 —wg < 0 und damit A\; 5 = —d+7j/w3 — §2 komplex konjugierte
Nullstellen. Die allgemeine Losung ist somit

ot ot

y(t) = cre” %" cos(wit) + cae ™ sin(wit)

mit w; = \/wi — 2. Man nennt w; die Eigenfrequenz des geddmpften
Systems.

In Abbildung 5.7 ist der typische Verlauf der Losung fiir die drei Fille skizziert.
Die Fille (a) und (b) mit starker bzw. kritischer Dampfung zeigen keine Schwin-
gung (sogenannte aperiodische Félle). Im Fall (¢) einer schwachen Démpfung
ist die Losung dagegen eine exponentiell abklingende Schwingung (periodischer
Fall).

Schliellich gibt es noch den Sonderfall
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y(t)

|

aperiodischer Fall periodischer Fall

Abbildung 5.7: Freie geddmpfte Schwingung: Lésungen

(d) § =0 (keine Dampfung)
Dann ist A;/3 = +jwp und die Losung der Dgl ist

y(t) = c1 cos(wot) + c2 sin(wot).

Wir erhalten also Schwingungen in der ungedédmpften Eigenfrequenz wy
mit konstanter Amplitude.

5.16.2 Erzwungene Schwingungen

Jetzt kommen wir zu geddmpfte Schwingungen mit duflerer Anregung g(t) # 0,
sogenannte erzungene Schwingungen. Wir betrachten hier speziell den Fall einer
harmonischen Anregung mit Frequenz w > 0, d.h.

4+ 209 + wiy = Acos(wt). (5.43)

Zur Bestimmung einer partikuldren Losung gehen wir zur zugehorigen komple-
xen Differentialgleichung iiber:

i+ 200 + wiy = Aedt (Re(e?“") = cos(wt))
Der Ansatz fiir die (komplexe) partikulidre Losung ist
yp(t) = Bed*t,
Einsetzen in die Dgl ergibt
iip + 267, + Wiy, = (jw)?Be?*" + 25 - jwBe!“" + wi Bel*!
= (—w? + 2jbw + wd) Bl < Aedet

A
= B=> mit ¢=wi—w?+20wj

¢

Wir schreiben die Konstante ¢ in Polarform ¢ = |(|e’#:

¢ = /(@B —w?)? + 46%2.
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Abbildung 5.8: Erzwungene Schwingung: Amplitude und Phasenverschiebung

Fiir das Argument ¢ berechnen wir

Im{=2w>0 = ¢ =arccos <R|§|C>

wi — w?
= <p:arccos<0|c| )

Man beachte, dass ¢ € [0,7] da Im¢ > 0. Es folgt nun B = % = %e‘” und

damit ist die komplexe partikuldre Losung

yp(t) = Bej“}t — ée—jwejwt — éej(wt—w).

q 1q

Die partikulire Losung der reellen Differentialgleichung ist (wegen Re(e/*?) =
cos(wt)) der Realteil von y,, also

Yrp(t) = Reyp(t) = écos(wt — ).

Die allgemeine Losung von (5.43) ist somit

y(t) = yn(t) + yrp(t)

wobei yy(t) die allgemeine homogene Losung aus 5.16.1 ist.
Bei positiver Ddmpfung § > 0 gilt fiir die homogene Losung lim;_, o y,(t) =
0. Damit ist fiir grofe Werte von ¢

y(t) = ypp(t) = |?|cos(wt — ), (t groB)

d.h. nach einer gewissen Einschwingzeit schwingt das System in der Erregerfre-
quenz w mit der Phasenverschiebung ¢.

Der Verlauf von Amplitude % und Phasenverschiebung ¢ in Abhéngigkeit
von der Erregerfrequenz w sind in Abbildung 5.8 dargestellt. Die Amplitude hat
ein Maximum bei der sogenannten Resonanzfrequenz

wy =/ wd — 262

Diese Resonanz des Systems tritt unter der Bedingung ¢ < % auf, also bei
nicht zu starker Dampfung.
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Der Wert der Amplitude im Maximum w = w, wird fiir kleinere § immer
grofler. Bei zu kleiner Ddmpfung ¢ wird die Amplitude schliefflich so grof3, dass
in einem realen System die Schwingungen das System zerstoren: das ist die Re-
sonanzkatastrophe. Die physikalische Erklarung ist, dass bei sehr kleinem § die
Resonanzfrequenz fast gleich der Eigenfrequenz wy des ungeddampften Systems
ist, w, & wy. Dem System wird dann durch die &ulere Anregung mit w, in opti-
maler Form Energie zugefiihrt, die durch die (zu kleine) Dadmpfung nicht wieder
abgebaut werden kann. Das System erhélt so immer mehr Energie von auflen
bis es schliefflich zerstort wird. Beispiele fiir Resonanzkatastrophen sind etwa
Schwingungen von Briicken, ausgeltst von Menschenmengen, die sich in einer
synchronen Weise iiber die Briicke bewegen, siche z.B. den Fall der Londoner
Millennium bridge.

5.17 Variation der Konstanten bei inhomogenen
Gleichungen 2. Ordnung

Wie bei linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung kann man auch im Fall 2.
Ordnung fiir die Losung der inhomogenen Gleichung

y' +ay +by =g(x)

eine Variation-der-Konstanten Formel herleiten. Wie schon im Fall 1. Ordnung,
sieche Abschnitt 5.7, gehen wir von der allgemeinen Lésung y(z) = ciyi(x) +
coy2(x) der homogenen Gleichung 2. Ordnung aus und variieren darin die Kon-
stanten cq, co. Unser Ansatz fiir eine partikuldre Losung der inhomogenen Dif-
ferentialgleichung ist also

Yp(z) = c1(z)y1(w) + co(x)y2 (),

wobei y1, y2 ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung ist (Satz 5.11.1
oder (5.33)). Zur Bestimmung der unbekannten Funktionen c¢;(z) und ca(x)
bendtigt man noch eine Zusatzbedingung?; man wihlt dafiir

c1(@)yr(x) + co(2)ya(x) = 0.

(Diese Bedingung ist so gewihlt, dass die Rechnung vereinfacht wird.) Einsetzen
des Ansatzes in die inhomogene Dgl liefert zusammen mit der Zusatzbedingung
ein lineares Gleichungssystem fiir ¢} und ¢. Daraus erhélt man dann (die Details
tiberlassen wir dem Leser)

[,

ca(z) = W) x, ca(z) = /M dx. (5.44)

Hierbei ist

W (z) = det <Z} () yz(w))

die sogenannte Wronski-Determinante.

4Die Differentialgleichung liefert nur eine Bedingung fiir die zwei Unbekannten ¢ (z) und

ca(z).
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5.18 Zusammenfassung: Typen von Differential-
gleichungen und Lésungsmethoden

Wir fassen hier die bisher kennengelernten Typen von Differentialgleichungen
und die zugehorigen Losungsmethoden zusammen. Wie schon einmal gesagt,
ist es fiir die Losung entscheidend, zuerst den Typ der Differentialgleichung zu
erkennen, damit man dann die korrekte Losungsmethode anwenden kann.

Typ Methode
y' = f(x)g(y) [ =) f@)de
Trennen der Variablen

Y +a()y =0 y(x) = ce” Jalo)dr
(homog. linear 1. Ord.) (oder Trennen der Variablen)

Y +a(x)y = g(x) y(a) = e A (e + [ AW g(z)dx)
(inhom. linear 1. Ord.) Variation der Konstanten

y' +ay +by=0 charak. Polynom p(A\) = A2 +a\ +b
(homog. linear 2. Ord., | — Fundamentalsystem y1, y2
konst. Koeff.) y(x) = cry1(x) + caya ()

Y +ay' +by = g(x) y(@) = yn(z) + yp(2)
(inhom. linear 2. Ord., yn homogene Lsg, y, partikulére
konst. Koeff.) Lsg, z.B. durch Ansatz

Eventuell muss eine Differentialgleichung erst umgeformt werden, um den
Typ anhand der Tabelle ablesen zu kénnen.

Beispiel 5.18.1 Die Differentialgleichung
xy — 2Py +e* =0

ist zunéchst nicht von einem der Typen aus der Tabelle. Teilen wir aber durch
x und bringen den Term ohne y auf die rechte Seite, so erhalten wir

xT

p e
Yy -y =——.
T

Es handelt sich also um eine inhomogene lineare Differentialgleichung 1. Ord-
nung, die wir mit der Variation-der-Konstanten Formel l6sen kénnen.

5.19 Substitution

Zum Abschluss des Kapitels iiber Differentialgleichungen, stellen wir noch kurz
zwei weitere Losungsverfahren vor: Substitution sowie den Potenzreihenansatz.

Bei der Substitution wird die abhéngige Variable y durch eine neue Variable
u ersetzt mit dem Ziel, die Differentialgleichung so zu vereinfachen, dass sie
l6sbar wird. Die Schwierigkeit ist hier — wie schon bei der Substitutionsregel zur
Berechnung von Integralen — zu erkennen, welche Substitution erfolgreich ist.
Das hiingt natiirlich wieder von der Art der Differentialgleichung ab. Wir geben
hier einige Beispiele an:
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Die Differentialgleichung
y' = flaz+by+o)

ist in der Regel (abhéngig von der konkreten Funktion f) weder linear
noch durch Trennen der Variablen losbar. Da der Term ax + by + ¢ in
f eingesetzt wird, bietet es sich an, die Substitution v = ax + by + ¢ zu
probieren, also

u(z) = ax + by(x) + c.

Dann ist «/(z) = a + by’ (z) und einsetzen der Dgl fiir ¢ ergibt
W =a+by =a+bf(ax+by+c)=a+bf(u).
Damit ist die neue Differentialgleichung fiir v = u(z) also
u =a-+bf(u).

Da hier = nicht mehr explizit vorkommt, ist diese Dgl durch Trennen der
Variablen losbar (jedenfalls prinzipiell).

Fiir Differentialgleichungen der Form
kann man die Substitution

verwenden. Auflosen nach y und ableiten liefert
y=zu = y =u+azu

und mit Einsetzen der Dgl folgt
utan =y = (%) = ).

Lost man das nach «’ auf, erhiilt man die neue Differentialgleichung

1
[—— —
W= ()~ )
die durch Trennen der Variablen gelost werden kann.

Die Differentialgleichung zweiter Ordnung

y” = f(x’y/)

enthilt die abhéngige Variable y nicht selbst, sondern nur ihre erste und
zweite Ableitung ¢’ und y”. Durch die Substitution u = " kann man die
Dgl auf 1. Ordnung zuriickfiihren: aus u = ¢ folgt v’ = ¢’/ und damit

u = f(z,u).
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Beispiel 5.19.1 Die Differentialgleichung

y = Ty Q’ xz,y >0, (5.45)
Yy x
ist nicht linear und es ist auch kein Trennen der Variablen mdoglich. Sie ist aber
von der Form in (b), sodass wir die Substitution

_Y
u= 2
T

verwenden konnen. Die rechte Seite der Dgl wird dann zu

x 1
Tl o u=f).
y x u

Somit ist die neue Differentialgleichung

du_ 1
de  ~  z-u
1
= /udu:/fdac
x
L,
S Ju =1In(z) 4+ ¢ (ceR)

Wegen der Bedingung = > 0 ist hierbei In(z) (statt In|z|) die Stammfunktion
von % Weiter folgt aus 2 > 0 und y > 0 zusammen, dass u = £ > 0 und damit

1
—u? =In(z) +c

2 =2In(x) +2¢

=
& u=+/2In(z) + 2c.

Damit ist
y(z) = zu = z+/2In(z) + 2¢, ceR,

die allgemeine Losung von (5.45).

5.20 Potenzreihenansatz

Bei linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung, deren Koeffizienten nicht kon-
stant sind, also etwa
y" +a(@)y’ +b(z)y =0

im homogenen Fall, kann man nicht das charakteristische Polynom und Satz
5.11.1 benutzen, um ein Fundamentalsystem zu bestimmen. Stattdessen kann
man einen Potenzreihenansatz fiir die Losung nutzen. Wir zeigen das am Beispiel
der Dgl
1! /
Y +zy +y=0. (5.46)
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Hier ist der Koeffizienten x vor 3’ nicht konstant. Wir machen fiir die Losung
y(z) den Ansatz einer Potenzreihe mit Entwicklungspunkt z¢ = 0,

= Z apzt. (5.47)
k=0

Durch Einsetzen in (5.46) bestimmen wir jetzt die Konstanten aj der Potenz-
reihe:

y"(z) +xy(x i k—1)apzh~ 2+ka‘akxk 1+Zakw

k=1 k=0

Zk+2 k+1ak+2x —I—Zkakx +Zakx
k=0 k=1 k=0

Z k—|—2 k+1)ak+2+kak+ak) kLo fiir alle x

Das Ergebnis von y” + 2y’ + y in der letzten Zeile ist wieder eine Potenzreihe;
damit diese konstant gleich 0 ist, miissen alle Koeffizienten 0 sein:

(k+2)(k+1)ags2+ (k+1)ap =0 fiir alle k>0

1
= = k> 0.
k42 k+2aka =
Daraus erhalten wir rekursiv
1 1
as = ——a = —=
2 B 0 asz ai
1 1 1 1
a4y =——a9g = —a a5 = ——a3 = ——a
4 192 = 5% 5 3= 3 5™

(=1)* 3 (—1)k
2.4 ... (2k)"° G = s 2k + )™

a2k =

Wir erhalten also Formeln fiir die ay ab k = 2, wobei sich unterschiedliche allge-
meine Formeln fiir die geraden und die ungeraden Koeffizienten asg bzw. asgy1
ergeben. Speziell sind alle ag Vielfache von ag, alle agry1 dagegen Vielfache
von ap. Fiir ap und a; selbst gibt es dagegen keine weiteren Bedingungen; es
konnen beliebige reelle Zahlen sein. Durch Einsetzen dieser Ergebnisse in den
Ansatz (5.47) erhalten wir

—a i (=D* SC%Jral'i (=D* p2k+1
P24 (2K) L35 (2k+1)

wobei wir die Reihe in die geraden und ungeraden Terme aufgeteilt und ag bzw.
a1 ausgeklammert haben. Setzen wir jetzt als Abkiirzung

N (=D ok N (=" 2kt
—kz:;)mxk, yz(m)—z35(2k+1)xk+,
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so folgt
y(z) = aoy1(x) + ary2(z), ap,a1 € R.

Dies ist die allgemeine Losung von (5.46); sie enthilt die freien Parameter ag, a;.
Wie in Satz 5.11.1 ist die allgemeine Losung also eine Linearkombination eines
Fundamentalsystems v, y2. Das Fundamentalsystem ist hier aber von einer an-
deren Form als in Satz 5.11.1 oder Gleichung (5.33).



Kapitel 6

Eigenwerte und
Eigenvektoren

In diesem und dem néchsten Kapitel verlassen wir kurz die Analysis — also
die Untersuchung von Folgen, Reihen und Funktionen — und beschéftigen uns,
gewissermaflen als Intermezzo, mit Matrizen, genauer mit quadratischen Ma-
trizen. Wir bestimmen Eigenwerte und Eigenvektoren, die die interne Struktur
einer quadratischen Matrix festlegen. Fiir viele Anwendungen ist das von grofler
Bedeutung.

Hinweis: In den alten Mathematik A&B Skripten finden sie den Stoff dieses
Kapitels im Skript Mathematik A, Kapitel 8.2, 8.3.

6.1 Einfiihrung

Sei A eine quadratische, reelle oder komplexe, n x n-Matrix, kurz A € IK™*"™.
Hier ist IK = IR im Fall einer reellen Matrix oder IK = C bei einer komplexen
Matrix, d.h. einer Matrix mit komplexen Eintridgen. Die Matrix A kann mit
einem Vektor z € IK", also mit einem Vektor aus n Komponenten, multipliziert
werden. Das Ergebnis ist wieder ein Vektor mit n Komponenten, d.h. Az € K™.
Eine Matrix definiert auf diese Weise eine Transformation von Vektoren: aus
dem gegebenen Vektor z wird der neue Vektor Ax.

Da jeder Vektor durch seine Linge und Richtung eindeutig bestimmt ist,
verdndert die Multiplikation mit der Matrix A im Allgemeinen Linge und Rich-
tung des Vektors. Es gibt nun zu jeder Matrix gewisse Vektoren, bei der die
Multiplikation nur die Lénge, nicht aber die Richtung verdndert. Wird bei ei-
nem Vektor nur die Linge verdndert, entspricht das einer Multiplikation des
Vektors mit einem Skalar (also einer Zahl) A € K. Fur Vektoren, bei denen
die Matrixmultiplikation nur die Lange und nicht die Richtung &dndert, gilt also
Az = Az. Man nennt diese speziellen Vektoren Figenvektoren der Matrix A. Die
Zahlen X\ nennt man Eigenwerte.

Definition 6.1.1 Sei A € K™*™. Ein Vektor z € C™ (z # 0) heifit Eigenvektor
von A zum Eigenwert A € C wenn gilt

Az = Az. (6.1)

129
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Der Vektor z = 0 erfiillt (6.1) fiir jede Matrix A und jedes A. Diese triviale
Losung ist aber nicht interessant (der Vektor = 0 legt ja auch keine Richtung
fest), daher sind Eigenvektoren per Definition immer ungleich Null.

Beispiel 6.1.2 Wir betrachten die reelle Matrix

2 1 1
A=|-4 -3 -1
1 1 2
(also A € R3*3). Fiir den Vektor
1
x= -5
1

berechnen wir das Matrix-Vektor-Produkt Axz:

2.1+41-(=5)+1-1 2-5+1 —2
Av=|-4.-1-3.(=5)—1-1] =|—-4+15—-1]=[ 10
1-141-(=5)+2-1 1-5+2 —2

Wir sehen, dass der Ergebnisvektor eine Vielfaches des urspriinglichen Vektors
x ist, ndmlich das —2-fache:

-2 1
Ar=[10 | =-2-[ -5 | = —2x.
-2 1
Fiir diesen speziellen Vektor gilt also Az = —2x. D.h. z ist ein Eigenvektor zum
Eigenwert A = —2. Jetzt probieren wir einen anderen Vektor, etwa
0
y=|1
-1
Hierfiir ist
2 1 1 0 1-1 0
Ay=|—-4 -3 -1 1 ] =1-3+1]|=1[-2
1 1 2 -1 1-2 -1

Das ist offenbar kein Vielfaches des Ausgangsvektors y, also

0 0
Ay=|-2|#X-[ 1 | =)\y fiir jedes X € C.
-1 -1
Denn sonst miisste fiir die zweite Komponente gelten —2 = X-1 = X\ = =2, fiir

die dritte Komponente aber —1 = A - (—1) = A = 1, was ein Widerspruch ist.
Da also Ay # Ay fiir jedes A € C gilt, ist y kein Eigenvektor von A.

Tatséchlich sind fiir eine gegebene Matrix die allermeisten Vektoren keine Fi-
genvektoren. Wir werden sehen, dass eine n x n-Matrix typischerweise n wesent-
lich verschiedene Eigenvektoren besitzt (ndmlich maximal n linear unabhéngige
Eigenvektoren).
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Beachte:

(a) Eigenvektoren sind in folgendem Sinn nicht eindeutig: Ist = ein Eigen-
vektor zum Eigenwert A, Az = Az, dann ist auch rz fiir jeden Skalar
r € C\ {0} ein Eigenvektor zum gleichen Eigenwert, denn A(rz) = rAzx =

Arz. Im Beispiel oben etwa ist auch v = —z ein Eigenvektor:
2 1 1 -1 2 -1
Av=1|-4 -3 -1 5 |=(-10]=-2]5 | =-2v
1 1 2 -1 2 -1

(b) Reelle Matrizen kénnen auch komplexe Eigenvektoren und Eigenwerte ha-
ben.

Anwendungen. Wie schon erwéhnt spielen Eigenwerte und Eigenvektoren
eine wichtige Rolle in vielen Anwendungen, z.B.:

¢ (Eigen-)Schwingungen komplexer, d.h. zusammengesetzter Systeme (et-
wa gekoppelte mechanische Systeme oder elektrische Schaltungsnetzwer-
ke). Mathematisch wird das durch Systeme von Differentialgleichungen
beschrieben, das ist ein Thema in Mathematik C.

¢ Quantenmechanik (Eigenzustéinde, Messwerte)

e Drehung starrer Korper (Trigheitstensor, Haupttriigheitsachsen)

6.2 Berechnung von Eigenwerten und -vektoren:
das charakteristische Polynom einer Matrix

Wie konnen wir Eigenvektoren einer Matrix berechnen? Dazu formen wir die
Eigenvektorgleichung (6.1) um. Sei E die n x n Einheitsmatrix, also
1 0
E frd ..
0 1
und fiir jeden Vektor x € K™ gilt Fx = x. Damit gilt
Az =Xl & Az=JM\Ex
& (A-AE)z=0.
Die letzte Gleichung ist ein homogenes lineares Gleichungssystem mit der Koef-
fizientenmatrix A — AF und dem gesuchten Vektor z. Da Eigenvektoren immer
ungleich Null sind, suchen wir also Losungen x # 0 eines homogenen Glei-
chungssystems. Aus Mathematik A wissen wir, dass ein quadratisches homoge-
nes Gleichungssystem genau dann nicht-triviale Losungen x # 0 hat, wenn die
Determinante der Matrix Null ist. Somit gilt
A ist Eigenwert < es gibt  # 0 mit Az = A\x

< (A — AE)x =0 hat eine Losung z # 0

< det(A—AE)=0
Damit haben wir jetzt Gleichungen, mit denen wir Eigenwerte und Eigenvekto-
ren einer Matrix berechnen kénnen:
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Berechnung Eigenwerte und Eigenvektoren.
(a) A ist Eigenwert der Matrix A < det(A—AE) =0

(b) « ist Eigenvektor zum Eigenwert A
& x # 0 ist Losung des Gleichungssystems (A — AE)x =0

Es zeigt sich, dass det(A — AE) ein Polynom in der Variablen A ist. Die
Nullstellen dieses Polynoms sind also die Eigenwerte von A.

Definition 6.2.1 Das charakteristisches Polynom der Matrix A € IK™*™ ist
pa(A) = det(A — AE).

Satz 6.2.2 Sei A = (a;;) € K"*™. Dann ist pa ein Polynom

paAN) =N F e AT L A oo
wobei

en = (=" cpo1 = (—1)”71 Spur A, c¢o = det A.
Die Spur einer Matrix A ist Summe ihrer Diagonaleintrige,
Spur A =ai1 +ass + ...+ apn.

Beweis. Wir rechnen die Aussage des Satzes fiir den 2 x 2 Fall nach. Sei

A:(g g).

Dann
a— A b
pa(A) =det(A— A\E )—det( . d)\>
A0
(%)
=(a—=MN(d—=X) —bc=A—a\—d\+ad— bc
=M —(a+d)N+ad—bc=c\*+ 1A+
R , ——
Spur A det A
mit

co=1=(-1)% ¢ =(-1)-Spur4, co=detA.

Beispiel 6.2.3 Wir berechnen das charakteristische Polynom von
2 1
A= (_2 7) |

2—A 1
pa(A) = det(A — AE) = det ( 9 7 )\>

=2-NT-N)—(=2)-1=X-TA—2\+14+2
=X -9\ +16
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Als Probe kénnen wir iiberpriifen, dass
SpurA=2+7=9, det A=2-7—-(-2)-1=16,
was mit unserem Ergebnis und der allgemeinen Formel aus Satz 6.2.2 iiberein-

stimmt.

Beispiel 6.2.4 Wir berechnen Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix

1 -3
A= (10 10) '
Zuerst das charakteristische Polynom:

pﬂM:da(lﬁA %&3A>:(L—MGJO—M+3O

=X 4+10A—-A—10+30 =22+ 9\ +20

Als Probe kénnen wir wieder verifizieren, dass die Koeffizienten des Polynoms
die Spur (bis auf das Vorzeichen) und die Determinante der Matrix sind: Spur A =
1—-10 = -9, det A = —10 + 30 = 20. Wir berechnen jetzt die Eigenwerte als
Nullstellen des charakteristischen Polynoms:

paN) =0 < AN +9A+20=0

9\? 81 1
9 1
A= 4=
< 272

Also sind die Eigenwerte von A

9 1 9 1
M=——+-=—4 Ao=—-—-=-5h
T2 ’ T2 2
Jetzt berechnen wir zu jedem Eigenwert einen zugehorigen Eigenvektor.
Zuerst der Eigenvektor zu \; = —4: Wir suchen einen Vektor x # 0 mit

(A— X\ E)x=0. Es ist
1 -3 4 0 5 =3
a-np=avar=(y )+ (o 9)=( o)
Wir suchen also eine Losung x = () # 0 des Gleichungssystems
5 =3\ [xz1\ (O
10 —6) \z2) \O/°
Wir berechnen die Losung mit dem Gaufiverfahren (Mathematik A):
5 —3|0 5 —3/0
(10 -—6%)-—21 < (0 0‘0) (62)
Der Rang ist 1, also gibt es 2 — 1 = 1 freien Parameter. Wir wihlen zo = s als
freien Parameter. Die erste Zeile ergibt dann

3
5:61 — 31’2 =0 = T = 35.
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Die (allgemeine) Losung des Gleichungssystems ist damit

- (5)-+()

fiir jedes s # 0 ist dies ein Eigenvektor zum Eigenwert \; = —4. (Das ist die
Nicht-Eindeutigkeit von Eigenvektoren, die wir in Abschnitt 6.1 erwihnt haben.)
Wir wahlen s so, dass sich ein moglichst einfacher Eigenvektor ergibt. Mit s = 5
erhalten wir:

T = <§) ist Eigenvektor zum Eigenwert M\; = —4.

Dieses Ergebnis kénnen wir auch etwas schneller wie folgt erhalten: Nach der
Zeilenumformung (6.2) suchen wir einen Vektor = # 0 mit

(A-ME)e=0 & (g 03) (:@ _ (8)

Hieraus kann man den Eigenvektor direkt ablesen. Der Vektor soll multipliziert
mit der Matrix (8 _03) Null ergeben. Offenbar gilt

6060

und somit ist x = (g) der gesuchte Eigenvektor. (Der Vektor ergibt sich durch

Vertauschen der Zahlen in der ersten Zeile der Matrix und dndern eines Vorzei-
chens; das funktioniert offenbar fiir beliebige Zahlen.)
Jetzt der Eigenvektor zu \; = —5: Es gilt

A—XE=A+5E = (6 3).

10 -5
Zeilenumformung ergibt

6 =30\-3 _ (2 -1[0 o (2 1o
10 —5(0 10 —50) =51 0 o]0

Damit kénnen wir den Eigenvektor wieder direkt ablesen: Es gilt
2 -1\ /1y (0
0 0 2) \0)’

T = (;) der Eigenvektor zum Eigenwert Mo = —5.

also ist

6.3 Algebraische und geometrische Vielfachhei-
ten
Wir wissen, dass die Eigenwerte einer Matrix die Nullstellen des charakteristi-

schen Polynoms sind. Andererseits kennen wir aus Mathematik A die vollsténdi-
ge Faktorisierung eines Polynoms p(z), d.h. die Zerlegung in die Linearfaktoren
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r — x; zu den Nullstellen x; des Polynoms. Fiir eine mehrfache Nullstelle tritt
der Linearfaktor dabei entsprechend oft auf:

k1 ko

p(z) =an(z —21)" ... (z — )

Die Nullstelle 1 hat die Vielfachheit k1, u.s.w. Der Grad des Polynoms ist
die Summe der Vielfachheiten n = k1 + --- + k;. Ein Polynom n. Grades hat
maximal n verschiedene Nullstellen (ndmlich wenn alle Vielfachheiten k; = 1
sind). Wenden wir das auf das charakteristische Polynom an, so ergibt sich fiir
die Eigenwerte:

Satz 6.3.1 Sei A € K" " und pa(\) = det(A — AE) das charakteristische
Polynom.

(a) X ist Figenwert von A < pa(X) = 0.
(b) A hat mazimal n verschiedene Eigenwerte.
(¢) Die vollstindige Faktorisierung von pa ist
pa(N) = (=1)"(A = A)™ . (A= A)Fr
dabei sind A1, ..., A\, die verschiedenen FEigenwerte von A.

k; heifit algebraische Vielfachheit des Eigenwerts A;. Es gilt:

k1++k7n:7l
Spur A = k1A +...+ kA
det A=\ \Fr

Beweis. Die Formeln fiir Spur und Determinante ergeben sich durch Ausmul-
tiplizieren der vollstéindigen Faktorisierung und Koeflizientenvergleich mit der
Formel fiir p4(\) in Satz 6.2.2. O

Satz 6.3.1 beschreibt die Eigenwerte einer Matrix. Jetzt schauen wir uns die
Struktur der Eigenvektoren an.

Definition 6.3.2 Sei A ein Eigenwert von A. Die Menge aller Eigenvektoren zu
A
VA ={z e C"| Az = \z}

heifit Figenraum zum Eigenwert A.

Da die Eigenvektoren genau die Losungen des homogenen Gleichungssystems
(A — AE)x = 0 sind (siehe voriger Abschnitt), und die Losungsmenge eines
homogenen Gleichungssystems der Kern der Koeffizientenmatrix (siehe Mathe-
matik A) ist, gilt

V(A)={z e C"|(A—-AE)x =0} = Kern(A — \F).

Der Eigenraum ist als Kern ein Untervektorraum und hat damit eine Dimension.
Diese Dimension

m = dim V() (6.3)
heifit geometrische Vielfachheit des Eigenwerts .
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Satz 6.3.3 Sei k die algebraische und m = dim V() die geometrische Viel-
fachheit eines Figenwerts X. Es gilt dann:

(a) m <k
(b) m = Anzahl linear unabhdingiger Eigenvektoren zu A

Beweis. Teil (b) ist klar, da die Dimension eines Untervektorraums gleich der
Anzahl der Vektoren in einer Basis ist; und die ist gleich der maximalen Anzahl
linear unabhéngiger Vektoren des Untervektorraums (Mathematik A). Teil (a)
ist ein tiefergehendes Resultat, das wir hier nicht beweisen. (Il

Der letzte Satz ist wichtig fiir die Berechnung der Eigenvektoren: er sagt
uns, wieviele wesentlich verschiedene (nédmlich linear unbahéngige) Eigenvek-
toren es zu einem Eigenwert gibt. Da der Eigenraum V/(\) ein Untervektor-
raum ist, enthélt er unendlich viele Eigenvektoren. Aus Mathematik A wissen
wir aber, dass sich jeder Vektor eines Unterraums als Linearkombination einer
Basis schreiben lédsst. Daher suchen wir zu jedem Eigenwert A\ eine Basis des
Eigenraums V(A), d.h. m linear unabhingige Eigenvektoren zu A.

Bemerkung: Fiir ein lineares homogenes Gleichungssystem mit n Unbekann-
ten ist die Dimension des Kerns gleich der Differenz n minus dem Rang des
Gleichungssystems, was wiederum die Anzahl der freien Parameter der Losung
im GauB-Algorithmus ist. Fiir die geometrische Vielfachheit m = dim V() gilt
damit

m = dim Kern(A — \E)
n — Rang(A — AE)
Anzahl freie Parameter des homog. Gl.sys. (A — AE)z = 0.

Mit Satz 6.3.3 heifit das, dass die Anzahl linear unabhéngiger Eigenvektoren also
genau gleich der Anzahl freier Parameter im Gleichungssystem (A — AE)z = 0
ist.

Beispiel 6.3.4 Wir berechnen Eigenwerte und Eigenvektoren von

4 4 1
A=[-2 —2 -1
2 4 3

Zuerst wieder das charakteristische Polynom. Die Determinante der 3 x 3-Matrix
berechnen wir mit der Sarrus-Regel aus Mathematik A:

4- ) 4 1
pa(A) =det(A—AE)=det | -2 —-2-X -1
2 4 3—A
=M4-N(-2-XM)B-X)—-8-8-2(—2-XN)+4(4—-XN)+8(B—=21X)
=M\ =2 -8)(3—N)+28—10A=—-X\>+5)\2 — 8\ +4
Eine Nullstelle des Polynoms ist A\; = 1. Polynomdivision mit dem Linearfaktor

A — 1 liefert
AN BN =8 4= (A1) (A2 4\ —4).
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Fiir die weiteren Nullstellen ergibt sich damit
AN AN —4=0 & N - +4=0 V-2 =0 = A=2

Diese quadratische Gleichung hat also nur die eine (doppelte) Nullstelle Ay = 2.
Die Faktorisierung von p4 ist damit

pa(d) = —(A-1)(A-2)? (6.4)

(Fiir die doppelte Nullstelle 2 kommt der Linearfaktor quadratisch vor, (A —2)2,
die Nullstelle 1 ist einfach, (A — 1)!.) Die Matrix A hat somit die Eigenwerte

A1 =1 mit algebraischer Vielfachheit 1,
Ao =2 mit algebraischer Vielfachheit 2.

Mit Satz 6.3.3 folgt dann

A1 hat geometrische Vielfachheit m <1 = m =1,
Ao hat geometrische Vielfachheit m <2 = m=1Vm=2.

(Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes ist immer > 1.)

Eigenvektor zu \; = 1: Da fiir \; die geometrische Vielfachheit m = 1
ist, wissen wir schon, dass wir genau einen Eigenvektor zu A; suchen. Wir l6sen
dazu wieder das Gleichungssystem (A — AE)x =0 mit A = A; = 1:

34 1)\ «II 1 2 1
A-NME=A-E=|[-2 -3 -1 & [-2 -3 —1|+21
2 4 2/ 301 3 4 1)-31

1 2 1 121

< |0 1 1 < [0 1 1

0 -2 -2/ +21I 000

Der Rang ist also 2 und es gibt 3 — 2 = 1 freie Parameter. (Beachte: m = 1 =
Anzahl freie Parameter!) Wir wéhlen als freien Parameter x3 = ¢. Riickwért-
seinsetzen ergibt dann

2. Zeile: xz9+23=0 = 29 =—23=—1

1. Zeile: 214+ 2294+ 23=0 = 1 =220 —23=1
t

= x=|-t
t

Wie in Beispiel 6.2.4 wihlen wir einen mdoglichst einfachen Eigenvektor: Fiir
= 1 erhalten wir

r=|-1 ist Eigenvektor zum Eigenwert A\; = 1.

Eigenvektoren zu )\ = 2: Hier ist die geometrische Vielfachheit m < 2, es
kann also einen (m = 1) oder zwei (m = 2) linear unabhéingige Eigenvektoren
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zu Ay geben. Der GauBalgorithmus fiir das Gleichungssystem (A — Ao E)x = 0
liefert:

2 4 1 2 4 1
A—XE=A-2E=|-2 -4 —-1|4+41l < |0 0 O
2 4 1/ -1 0 0 0

Der Rang ist 1, also gibt es 3 — 1 = 2 freie Parameter. Damit ist auch
m = dimKern(4A —2F) =n — Rang(A —2E) =3-1=2,

wir suchen also zwei linear unabhéngige Eigenvektoren. Wir wéhlen als Para-
meter xo = s, x3 = t. Riickwértseinsetzen liefert

1
1. Zeile: 2x1 4+ 420+ 23=0 = 221 = —4s—t = x1:72$f§t

1
—2s — 5t
= x= s
t

Die zwei gesuchten linear unabhéngigen Eigenvektoren erhalten wir nun, indem
wir immer genau einen der beiden Parameter ungleich Null wéhlen:

-2

s=1,t=0=zxz=| 1

0

-1

s=0t=2=2=1|0

2

Also sind

-2 -1
vp=11 und vo =1 0
0 2

linear unabhéngige Eigenvektoren zum Eigenwert Ay = 2.

(Beachte: (v1,v2) linear unabhéngig denn v # rva.)

6.4 Diagonalisierung

Wir haben gesehen, dass man zu jedem Eigenwert eine bestimmte Anzahl linear
unabhéngiger Eigenvektoren bestimmen kann, ndmlich genau soviele, wie die
gemoetrische Vielfachheit angibt. Diese Vektoren sind dann jeweils eine Basis
des Eigenraumes zum jeweiligen Eigenwert. Fasst man nun die Eigenvektoren
fiir alle Eigenwerte zusammen, erhilt man im optimalen Fall eine Basis des
ganzen Raumes.

Lemma 6.4.1 Sind vy,...,v, Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten \;
von A, dann ist (vi,...,v,) linear unabhdngig.
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Beweis. Wir zeigen den Fall r = 2: Angenommen, (vy, ve) wiire linear abhéingig.
Dann wére

V1 = Uy = AUl = O(AUQ = A\U] = Q@\aU3 = AU = (/\1 — )\2)’01 = O,

was wegen A1 # Ay und vy # 0 ein Widerspruch ist. Den Fall » > 2 kann man
dhnlich beweisen. O

Satz 6.4.2 Sei A € K"*™. Es gilt dann:

fiir alle Eigenwerte von A ist geometrische = algebraische Vielfachheit

& es gibt eine Basis (v1,...,v,) von K" aus Eigenvektoren von A

Beweis. Sei k; die algebraische Vielfachheit, m; die geometrische Vielfachheit
(i) (@)
1 »

des Eigenwerts A;. Seien vy, ..., vy, linear unabhingige Eigenvektoren zu A;.

Nach Lemma 6.4.1 ist dann

(vgl), oW v?)

e Ymqo

o@D )

sy Umoyree ey sy Um,

linear unabhéngig. Diese Vektoren bilden damit eine Basis, genau dann wenn
ihre Anzahl gleich der Dimension des Raumes ist, wenn also

mi+---+m, =dimK" =n.
Da ki +...+ k. =nund m; <k; (Satz 6.3.1 und 6.3.3), folgt
mi+---+m,.=n < m; =k, fiir alle 7.
O

Beachte: Die Basis im letzten Satz erhélt man, indem man fiir jeden Eigen-
wert die maximale Anzahl linear unabhéngiger Eigenvektoren ausrechnet (also
soviele, wie die geometrische Vielfachheit angibt) und dann diese Eigenvektoren
fiir alle Eigenwerte zusammenfasst.

Beispiel 6.4.3 In Beispiel 6.3.4 haben wir fiir die Matrix

4 4 1
A=1-2 -2 -1
2 4 3
die Eigenvektoren
1
vy =|—1 zum Eigenwert A =1
1
und
-2 -1
vo=1| 11, wv3=10 zum Eigenwert \ = 2
0 2

berechnet (andere Bezeichnung als im alten Beispiell). Da (vg,v3) linear un-
abhéngig ist, ist nach Lemma 6.4.1 auch (v1,ve,v3) linear unabhiingig, also eine
Basis von R? (3 Vektoren und dim R? = 3). Damit ist (vy,vs,v3) die Basis aus
Eigenvektoren gemifl Satz 6.4.2.
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Aus einer Basis aus Eigenvektoren von A erhélt man eine invertierbare Ma-
trix V mit der man die Matrix A diagonalisieren kann:

Satz 6.4.4 Sei A € K"*™ eine Matriz mit einer Basis (v1,...,v,) aus Figen-
vektoren. Seien A1, ..., \, die zugehorigen Figenwerte, d.h. Av; = \v;.

(a) Fiir x € K™ mit der Basisdarstellung x = cjvr + ... + apv, gilt

Ar = o Mvr + ...+ ap AUy, (6.5)

(b) Sei V= (v1,...,0n)nxn € K*"*" die Matrix mit den Vektoren vy,...,v,
als Spalten. Dann ist V invertierbar und es gilt

A 0
VAV = . (6.6)
0 An

Man nennt eine Matrix diagonalisierbar, wenn es eine Basis aus Eigenvektoren
gibt. Gleichung (6.6) heifit dann auch Diagonalisierung von A.

Beweis.
(a) Folgt sofort aus Av; = A\v;:

Ax = a1 Avi + -+ a, Avy, = a1 v + -+ ap AUy

(b) V ist invertierbar, da (v1,...,v,) linear unabhingig ist. Nach den Regeln
der Matrix-Vektor-Multiplikation gilt dann

aq aq
=1+ ... tapu, =V | =Va wobei o=
Qp Qo
und, zusammen mit (a),
041/\1 /\1 0
Ar = a1 + -+ ap v, =V ; =V Q.
Oén)\n 0 )\n
Daraus folgt
A1 0 A1 0
VI3AVa=V Az =V"'V o= . a,
0 An 0 An

denn V~'V = E. Da z und somit auch der Vektor o beliebig ist, folgt
daraus (6.6).

O
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Bemerkung: Gleichungen (6.6) ist, durch Multiplikation von links mit V' und
von rechts mit V!, dquivalent zu

A\ 0
A=V Vi
0 A

Das zeigt, wie im diagonalisierbaren Fall die Matrix komplett durch ihre Eigen-
vektoren und Eigenwerte festgelegt ist.

6.5 Komplexe Eigenwerte und Eigenvektoren

Die Eigenwerte einer reellen Matrix konnen komplex sein; in dem Fall sind dann
auch die zugehorigen Eigenvektoren komplex. Wir zeigen das an einem simplen
Beispiel:

Wir betrachten die reelle Matrix

A= (_12 _11> .
Das charakteristische Polynom ist
paN) =1 =AN)(=1 =N +2=\+1,
und fiir die Nullstellen erhalten wir
paAN) =X 4+1=0 & \==+j.

Die Matrix A hat also die beiden komplexen Eigenwerte Ay = j und Ay = —j.
Die Eigenvektoren berechnet man wie gewohnt, da das Gleichungssystem jetzt
aber komplex wird, ist die Rechnung etwas aufwéndiger. Fiir den Eigenvektor
zu \1 = j ergibt sich etwa

(1] 1 (147) 2 1+ 2 1+
A 3E<—2 —1—j> T2 1570 o

1+

Damit ist z = ( _9

) ein Eigenvektor zu A\; = j, denn

6 1) (%)= 0)
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Kapitel 7

Symmetrische Matrizen
und Definitheit

In diesem Kapitel untersuchen wir Eigenwerte und Eigenvektoren symmetrischer
Matrizen. Wir werden sehen, dass bei symmetrischen Matrizen keine komplexen
Eigenwerte und -vektoren auftreten konnen. Das fithrt dann zur Eigenschaft der
Definitheit.

Hinweis: In den alten Mathematik A&B Skripten finden sie den Stoff dieses
Kapitels im Skript Mathematik A, Kapitel 8.4, 8.5, 8.6.

7.1 Symmetrische Matrizen

Definition 7.1.1 Eine reelle quadratische Matrix A € R™*"™ heifit symmetrisch
wenn gilt A = AT. (Dabei bezeichnet AT die transponierte Matrix.)

Hat A die Eintréige a;;, so hat die transponierte Matrix A7 die Eintréige
a;;. (Beim Transponieren werden die Spalten zu Zeilen und umgekehrt. D.h. die
Eintriige werden an der Diagonalen gespiegelt.) Es gilt also

A = (a;;) symmetrisch < a;; = aj;.

Bei einer symmetrischen Matrix liegen die Eintrége damit symmetrisch zur Dia-
gonalen. Zum Beispiel ist

3 1 5
A=11 0 -2
5 -2 -4

eine symmetrische 3 x 3 Matrix.
Die Symmetrie einer quadratischen Matrix ist eng mit dem Skalarprodukt
von Vektoren verbunden. Zur Erinnerung: Fiir zwei Vektoren

Z1 Y1
=1 |,y=]:]|R"

143
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ist das Skalarprodukt

(m,y) =z -y =z1y1 + T2Y2 + ... + TpYn.

Im Unterschied zu Mathematik A werden wir das Skalarprodukt hier immer
mit (x,y) bezeichnen; im Zusammenhang mit Matrizen ist das iibersichtlicher.
Wenn wir die allgemeine Regel fiir die Berechnung des Matrixprodukts benut-
zen (,,Zeile mal Spalte“), kénnen wir das Skalarprodukt auch folgendermafien
schreiben:

Y
. xTy.

(,y) =191 + Tay2 + ...+ Tpyn = (T1,...,2p) |
Yn
Sei nun A € R™*"™ eine beliebige quadratische Matrix. Es gilt dann
(Az,y) = (Ax)Ty = 2" ATy = (2, ATy),

wobei wir die Regel benutzt haben, dass sich beim Transponieren eines Produkts
die Reihenfolge umdreht. Man kann also im Skalarprodukt eine Matrix durch
Ubergang zur transponierten Matrix von der einen auf die andere Seite bringen.
Fiir eine symmetrische Matrix A folgt damit sofort die wichtige Gleichung

(Az,y) = (z, Ay). (7.1)
Sie ist fiir die folgenden Rechnungen entscheidend.
Satz 7.1.2 Sei A € R™*" symmetrisch. Dann gilt:
(a) Alle Eigenwerte und FEigenvektoren von A sind reell.
(b) Figenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal:

Ax =Xz, Ay=py, \£p = (z,y)=0, d.h. x Ly.

(¢) Es gibt eine Orthonormalbasis (v1,...,v,) aus Figenvektoren von A:
A’Ui = )\ﬂ)i, <’Ui,"Uj> = 0 furz 7é j, <Ui,"Ui> =1.

Erinnerung: In einer Orthonormalbasis (ONB, sieche Mathematik A) sind die
Vektoren also paarweise orthogonal ((v;,v;) = 0 < v; L v;) und normiert auf
Lénge 1 ((vi,v;) = [vi]* = 1= |vs| = 1).

Beweis.

(a) Wir nehmen einen beliebigen Eigenwert und Eigenvektor, die also komplex
sein diirfen, und zeigen dann, dass sie reell sind. Sei also

Ar =Xz mit AeC, z € C"\ {0}

Da wir zun#chst von einem komplexen Vektor ausgehen, benutzen wir
auch das komplexe Skalarprodukt (x,y) = x77. Da A symmetrisch und
reell ist, gilt auch hier

(Az,y) = 2T ATy = 2T Ay = 2T Ay = (x, Ay).
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Damit folgt fiir den Eigenvektor z:
Mz, x) = Az, z) = (Az,2) = (2, Az) = (2, \2) = N2, 7). (7.2)
Da x # 0, ist auch
(x,0) = 1T7 + ... + 2, T = |z1|* 4+ ...+ |z,]* £ 0.

Daher kénnen wir in (7.2) durch (x,z) teilen und erhalten A\ = A, d.h.
A € R. Damit ist dann auch x € R".

(b) Es gilt
Mz, y) = Az, y) = (Az,y) = (2, Ay) = (=, py) = iz, y)
= (A=p){z,y) =0

Da die Eigenwerte A und p verschieden sind, ist A — p # 0 und es folgt
(z,y) = 0.

(c) Der Beweis ist aufwéndiger, wir lassen ihn hier aus.

7.2 Orthogonale Diagonalisierung

Da symmetrische Matrizen eine Basis aus Eigenvektoren besitzen, sind sie also
diagonalisierbar (Satz 6.4.4). Da die Basis orthonormal ist (genauer: gew&hlt
werden kann), hat die Diagonalisierung zusétzliche Eigenschaften:

Satz 7.2.1 Sei A € R™"*" symmetrisch und (v1,...,v,) eine Orthonormalbasis
aus Figenvektoren von A. Sei V.= (v1,...,0n)nxn € R™"*™. Dann gilt

VIV =E (V ist orthogonale Matriz)

und
A1 0
vTAy = . (orthogonale Diagonalisierung) (7.3)
0 An
Bemerkung und Beweis: Eine Matrix mit V7'V = E heifit orthogonal. Sind
v1,...,v, die Spalten von V, so sind v¥,... vI die Zeilen der transponierten

Matrix V7. Nach Definition des Matrixprodukts ist dann der Eintrag an der
Stelle (i, j) von VTV gleich v v; = (v;,v;). Damit gilt

1, i=j

0, i#]

< (v1,...,vy) ist Orthonormalbasis

VIV=F < <vi,vj>:{

Dabher ist die Matrix V in Satz 7.2.1 orthogonal.
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Fiir eine orthogonale Matrix folgt aus V7'V = E, dass V invertierbar ist mit

Inversen
vi=vT

Die orthogonale Diagonalisierung (7.3) folgt damit sofort aus (6.6). Bei einer
orthogonalen Matrix kann man also die Inverse sehr einfach durch Transponie-
ren berechnen und erspart sich damit die ansonsten eventuell sehr aufwéindige
Berechnung der Inversen! Das ist der Vorteil der orthogonalen Diagonalisierung
und orthogonaler Matrizen.

Die orthogonale Diagonalisierung einer symmetrischen Matrix nennt man

auch Hauptachsentransformation.

Beispiel 7.2.2 Wir betrachten die symmetrische Matrix

A= (2\1@ 2_‘?)

Die Eigenwerte sind A\; = 3 und Ay = —3, zugehorige Eigenvektoren sind

T = (?) zZu A1 = 3, Ty = (\_/%) Zu Ay = —3.

Die Berechnung erfolgt wie in Kapitel 6, wir iiberlassen sie dem Leser (—
Ubung!). Da die Eigenvektoren 7 und x5 zu verschiedenen Eigenwerten gehoren,
miissen sie nach Satz 7.1.2 orthogonal sein; wir iiberpriifen das:

<Z‘1,x2>:\/5.(_1)4_1.\/5:_\/5_'_\/5:0’

also sind die Eigenvektoren tatséichlich orthogonal. Um eine Orthonormalbasis
zu erhalten, normieren wir die Vektoren jetzt auf Lénge Eins:

w9 ek ()

(v1,v2) ist damit die Orthonormalbasis aus Eigenvektoren zur Matrix A (siehe
wieder Satz 7.1.2). Wir berechnen jetzt die orthogonale Diagonalisierung nach
Satz 7.2.1. Die Matrix V der Eigenvektoren aus der Orthonormalbasis ist

V = (v1,v2)ax2 = % <\{§ \/%>

Wir wissen aus dem Satz, dass V orthogonal ist. Zur Veranschaulichung iiber-
priifen wir das aber hier nochmal:

DI IR

also ist V orthogonal. Jetzt die Diagonalisierung von A:

w35 8L (¢

(7 ) (5 %)

6 5)=6 %)



7.3. DEFINITHEIT SYMMETRISCHER MATRIZEN 147

Auch dieses Ergebnis kannten wir eigentlich schon vorher aus Satz 7.2.1, denn

(7.3) ist hier
T (M 0 (3 0
VAV_(O v =0 5)

7.3 Definitheit symmetrischer Matrizen

In Anwendungen ist fiir eine symmetrische Matrix A héufig das Vorzeichen des
Skalarprodukts (Az,z) gesucht, wobei  alle Vektoren aus R™ durchlduft. Den
Ausdruck (Az,x) nennt man auch quadratische Form zur Matrix A. Je nach
Vorzeichen der quadratischen Form hat die Matrix eine bestimmte Definitheit.

Definition 7.3.1 Sei A € R™*™ symmetrisch. A heifit. ..

positiv definit < (Az,x) >0 fir alle x #0
positiv semidefinit < (Az,z) >0 fir allez #0
negativ definit < (Az,x) <0 fur allex #0
negativ semidefinit < (Az,z) <0 fiir alle 2 # 0
indefinit <  (Az,x) >0 und < 0 fiir verschiedene z

Beachte: Die definiten und semidefiniten Félle sind nicht disjunkt: Jede positiv
definite Matrix ist auch positiv semidefinit, jede negativ definite auch negativ
semidefinit. Dies sieht man auch an den folgenden Kriterien fiir Definitheit.

Der folgende Satz beagt, dass die Definitheit einer Matrix vollstéindig durch
die Vorzeichen der Eigenwerte bestimmt ist.

Satz 7.3.2 Sei A € R™*" symmetrisch, A1, ..., \, die Figenwerte von A. Dann
qilt:

A positiv definit & alle \; >0

A positiv semidefinit < alle \; >0

A negativ definit & alle \; <0

A negativ semidefinit < alle \; <0

A indefinit < mindestens ein A; > 0 und ein \; <0
Beweis. Sei (vy,...,v,) die Orthonormalbasis aus Eigenvektoren (Satz 7.1.2),

Av; = A\jv;. Sei x dargestellt in der Orthonormalbasis, z = Z?:l «o;v;. Nach
Satz 6.4.4 ist dann Az = Y | a;A;v; und somit

(Azx, x) <Zo¢1)\ UZ,ZOéJUJ> Z oo N (i, v5).

i,j=1
Aus
Rt
folgt dann

n n
2 2
(Az, x) E a0\ (v, 05) E ai i (vi,v;) = E Qi ;.
i=1 i=1

3,j=1
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Daraus ergeben sich alle Falle. Z.B. ist

g

(Az,z) >0 firallez #0 < Za?)\i >0 fiiralle [ © | #0

i=1 n

<~ )\1,...,)\”>0.
|

Fiir 2 x 2-Matrizen gibt es ein einfaches Determinanten-Kriterium zur Uber-
priifung der Definitheit.

Satz 7.3.3 Sei A= (a b). Dann ist. . .

b d
A positiv definit < detA>0 A a>0
A negativ definit & detA>0 A a<0
A indefinit < detA<O

A positiv semidefinit < detA>0 A
A negativ semidefinit < detA>0 A

Beweis. Nach Satz 6.3.1 ist

IN IV
o o
> >
QU
IN IV
o o

det A = ad — b = M\, SpurA=a+d= A + \o.
Damit gilt z.B. im Fall det A > 0:
detA=ad—b">0 = ad>b">0
= a>0Ad>0 oder a<0Ad<O
Andererseits gilt
det A= x>0 = X >0AX>0 oder A\ <0 A A2<O

Anders gesagt haben also die Zahlen a und d dasselbe Vorzeichen (und sind
ungleich Null), genauso bei A\; und A\o. Zusammen mit Spur A = a+d = A\ + Ay
ergeben sich dann folgende Implikationen:

a>0=d>0 = SpurA>0 = A, >0 = A positiv definit
a<0 = d<0 = SpurA<0 = A, <0 = A negativ definit

Im Fall det A < 0 ergibt sich
det A = A2 <0,

woraus folgt, dass A; und Ao beide ungleich Null sind und unterschiedliche Vor-
zeichen haben. Damit ist A dann indefinit. Der Fall det A = 0 lduft dhnlich.
O

Beispiel 7.3.4 Wir untersuchen die Matrix
5 =2
=% )

auf Definitheit, zuerst mit Hilfe der Eigenwerte und dann mit dem Determinanten-
Kriterium:
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(a) mit den Eigenwerten:

2 1-2A
& (A=3)%2=9-1=8 & A=3+8

pA()\):det<5_)\ 2):(5—)\)(1—)\)—4:/\2—6/\+1:0

Die Eigenwerte sind also
)\1:3+\/§, )\2:3*\/8

Es ist A; > 0 und wegen V8 < /9 = 3 ist auch Ay =3 — V8 > 0. Also ist
A nach Satz 7.3.2 positiv definit.

(b) mit dem Determinanten-Kriterium:

5 =2

det A = det (_2 1

):5—4:1>O und a=5>0

Nach Satz 7.3.3 ist somit A positiv definit.

7.4 Drehungen in der Ebene

Zum Abschluss dieses Kapitels befassen wir uns noch mit der mathematischen
Beschreibung von Drehungen in Ebene und Raum. Solche Drehung kénnen
durch Multiplikation mit speziellen Matrizen beschrieben werden, den Dreh-
matrizen.

Zur Herleitung der Formeln fiir die Drehung in der Ebene betrachten wir
einen Punkt 2 € R2, den wir um den Ursprung mit dem Winkel ¢ drehen
wollen:

Was sind die neuen Koordinaten z’ des Punktes nach der Drehung? Mit den
Standardeinheitsvevktoren

gilt fiir z = (21, 22)

T
T = ( ) = x1€e1 + Toe2.
T2

Die Drehung von x kénnen wir jetzt durch Drehung der beiden Vektoren e; und
eg erzeugen. Wir bezeichnen dafiir die gedrehten Einheitsvektoren mit €} und €.
Dann hat der gedrehte Punkt o’ beziiglich e, e/, dieselben Koordinaten z1, xo wie
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€2

’ 1
€2
el
™ )
2 .
1 §in @
|
¥ —
cosp

Abbildung 7.2: Drehung der Standardeinheitsvektoren

der urspiingliche Punkt x beziiglich e;, e5. Graphisch ist das in Abbildung 7.1
veranschaulicht. Fiir den neuen Punkt gilt also

! / /
T = x1€e] + Taesy.

Die gedrehten Einheitsvektoren kénnen wir mittels Polarkoordinaten bestim-
men, siehe Abbildung 7.2:

G (29), (R ()
sin ¢ sin(p + %) cos @
Damit erhalten wir fiir den gedrehten Punkt z':
/ x) cos —sing cos(¢p) - x1 — sin(p) - xo
xr = ;=21 . + 2 =1 .
x4 sin cos sin(p) - 1 + cos(p) - xo
_[cosp —sing\ (1
" \sing  cosy x2) "
Die Drehung lasst sich also durch ein Matrix-Vektor-Produkt beschreiben, oder
anders gesagt: Die Drehung um ¢ wird erzeugt durch die Matrix

D(p) = (COW ~sin g0) . (7.4)

sing cosep

Diese Matrix wird als Drehmatriz bezeichnet und beschreibt also die Drehung
um den Winkel ¢ gegen den Uhrzeigersinn durch die Gleichung

(5) =20 (22):

Eigenschaften der Drehmatrix sind:
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Abbildung 7.3: Drehung um 2-Achse und Rechtsschraube um die z-Achse

e D(¢y) ist eine orthogonale Matrix, denn die Spalten e, €5 sind orthogonal
und auf Linge 1 normiert, also eine Orthonormalbasis. Da D(p) orthogo-
nal ist, folgt

-1 T [ cosp sing) _
Do) = D) = (07, 7Y~ i)
Die Umkehrung der Drehung um ¢ ist also — wie erwartet — die Drehung

um —¢, also um denselben Winkel in die entgegengesetzte Richtung.

e det D(p) = cos? p +sin® p = 1.

7.5 Drehungen im Raum

e Drehung um die z-Achse:

Bei der Drehung um die z-Achse wird der Punkt in einer Ebene parallel zur
x- und y-Achse gedreht, vergleiche Abbildung 7.3 links. Die z-Komponente
des Punktes bleibt also gleich, und die neuen z- und y-Komponenten er-
geben sich durch Anwendung der 2-dimensionalen Drehmatrix der Ebene
auf den Vektor (z,y)7:

2=z
'\ _ [cosp —sing) (z
y' )  \sing cose Yy
Das kann man wieder komplett als Matrix-mal-Vektor zusammenfassen:

/

T cosp —sinp 0 x T
y | =|sing cosp Of|y]|=D¢) |y
2! 0 0 1 z z
Die Drehmatrix
cosp —singp 0
D.(p)=|sing cosep 0 (7.5)

0 0 1

erzeugt also die Drehung von (z,y, z) um die z-Achse um den Winkel ¢.
Der Drehsinn ist dabei der gleiche wie in der Ebene: die positive z-Achse
wird in Richtung der positiven y-Achse gedreht. Im Raum entspricht das
einer ,,Rechtsschraube® um die z-Achse, in Abbildung 7.3 rechts darge-
stellt.
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Abbildung 7.4: Drehungen um y- sowie x-Achse

e Drehung um die y-Achse:

Hier wird in einer Ebene parallel zur z- und z-Achse gedreht, y bleibt
konstant. Der Drehsinn ist jetzt entsprechend eine Rechtsschraube um die
y-Achse. Das bedeutet, dass die positive z-Achse in Richtung der positiven
x-Achse gedreht wird, siehe Abbildung 7.4 links. Damit gilt

y =y

2\ [cosp —sing) [z
/)] \sinp cosp x)’

Die ,,vertauschte* Reihenfolge z,z beim Anwenden der 2-dimensionalen
Drehmatrix ergibt sich daraus, dass die positive z-Achse auf die positive
xz-Achse gedreht wird (nicht andersherum). Sortiert man jetzt die Kom-
ponenten und schreibt wieder als Matrix-mal-Vektor, erhilt man fiir die
Drehung von (z,y, z) um die y-Achse

x cosp 0 singp T x
yl=| o 1 0 y | =Dy(e) |y
2’ —singp 0 cosy z z
mit der Drehmatrix
cosp 0 sing
Dy(¢) = 0 1 0 (7.6)
—sing 0 cosp

Drehung um die z-Achse:

Der Drehsinn der Rechtsschraube bewirkt hier die Drehung der positiven
y-Achse auf die positive z-Achse, sieche Abbildung 7.4 rechts. Damit gilt

=z
Y\ _ [cosp —sing) (y
2] 7 \sinp cosp z
und es folgt
x! 1 0 0 x x
Y| =10 cosp —sing | |y]|=Di(e) |y
k4 0 siny cosgp z z
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mit
1 0 0
D,(p)=10 cosp —sing|. (7.7)
0 sing cosep

Wie im Zweidimensionalen gilt: Alle Drehmatrizen D, (y), Dy (¢), D.(¢)
sind orthogonale Matrizen und haben Determinante 1.
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Kapitel 8

Differentialrechnung von
Funktionen mehrerer
Variablen

In diesem Kapitel untersuchen wir Funktionen, die von mehreren Variablen
abhéngen. Wie schon bei Funktionen von einer Variablen benutzen wir wie-
der vorallem Ableitungen, um ihren Verlauf zu Untersuchen. Z.B. berechnen
wir Maxima und Minima und auch Taylorentwicklungen. Dass die Funktion
von mehreren Variablen abhéngt, fithrt zu neuen Begriffen und Situationen, die
wir von Funktionen mit nur einer Variablen noch nicht kennen. Z.B. werden wir
sehen, dass es mehrere Arten von Ableitungen gibt.

Hinweis: In den alten Mathematik A&B Skripten finden sie den Stoff dieses
Kapitels im Skript Mathematik B, Kapitel 6.

8.1 Mengen in mehreren Raumdimensionen

Funktionen, die von mehreren Variablen abhéngen, haben allgemein die Form

y:f(x17"'7x71)7

d.h., die Funktion f héingt von den reellen Variablen x1,...,x, € R ab. Zur
Vereinfachung macht es Sinn, die unabhéingigen Variablen z1,...,z, als einen
Punkt im Raum = = (x1,...,2,) zusammen zu fassen. Damit kénnen wir die
Funktion dann kurz als

y = f(x) mit z = (z1,...,2,) € R"

schreiben. Im Fall von n = 2 (Punkt in der Ebene) schreiben wir auch (x,y)
statt (z1,z2) und entsprechend bei n = 3 (Punkt im 3-dim. Raum) (z, y, z) statt
(21, 2,23). Man kann den Punkt x auch als Vektor auffassen, d.h. schreiben

T
r=(r1,...,2,) = | 1 | €R";

Tn

155
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/g‘i

Abbildung 8.1: e-Umgebung U, (a) eines Punktes und Rand dG einer Menge

manchmal ist das sinnvoll, obwohl in der Funktion y = f(x) das x eigentlich
nicht die Rolle eines Vektors zur Angabe einer Linge und Richtung hat.

Da die Variable, von der die Funktion f jetzt abhéingt, also ein Punkt im
Raum ist, wird es wichtig sein, Begriffe und Eigenschaften von Mengen von
Punkten im Raum zu beschreiben. Eine Menge von Punkten im Raum ist eine
Teilmenge G C RR™. Der Definitionsbereich von f etwa ist eine solche Menge
von Punkten:

D; = {x € R"| f(z) ist definiert},

also Dy C R".
Wir beginnen mit der Formel fiir den Abstand zweier Punkte x,y € R™:

lz =yl =V(@1— 1) + ...+ (20— yn)> (8.1)

Das ist nichts anderes, als die Lange von x — y, wenn man =z — y als Vektor
betrachtet:
1 — U
|$y|‘ ‘\/(xly1)2++(xnyn)2

Ln — Yn

Man beachte, dass x — y als Vektor genau der Vektor vom Punkt y zum Punkt
x ist,

Die e-Umgebung eines Punktes a € R", ist die Menge aller Punkte, die von
a einen Abstand kleiner als € haben, die also ,,in der Néhe von a“ liegen, siche
Abbildung 8.1:
Uca)={z e R" ||z —a| <},

Die e-Umgebung U, (a) ist also der Kreis bzw. die Kugel mit Radius € um den
Mittelpunkt a (wobei der Rand des Kreises/der Kugel nicht mehr dazu gehort,
weil dort der Abstand gleich € ist.)

Fiir den Rand einer Menge G C R™ verwenden wir die Bezeichnung 0G. Er
ist die Menge aller Randpunkte von G,

0G = {alle Randpunkte von G}.



8.1. MENGEN IN MEHREREN RAUMDIMENSIONEN 157

Fiir einfache Menge ist geometrisch klar, was die Randpunkte sind, siehe Abbil-
dung 8.1. Trotzdem geben wir hier noch die Definition an: Ein Punkt a € R" ist
Randpunkt von G, wenn jede Umgebung U.(a) Punkte aus G und aus R™ \ G
enthélt.

Ausgehend vom Begriff des Randes, kénnen wir jetzt die im folgenden wich-
tigen Begriffe offener und abgeschlossener Mengen definieren:

Definition 8.1.1 Eine Menge G C R"™ heifit. ..
(a) offen, wenn OGN G = @, d.h. wenn kein Randpunkt zu G gehort;

(b) abgeschlossen, wenn OG C G, d.h. wenn alle Randpunkte zu G gehoren.

Beachte: Offen und abgeschlossen sind nicht das Gegenteil von einander: eine
Menge kann auch weder offen noch abgeschlossen sein, ndmlich genau dann
einige Randpunkte zur Menge gehéren, andere aber nicht.

Beispiel 8.1.2 (a) Die Menge

K:{(z,y)e]Rz’\/m<1}

beschreibt einen Kreis um den Ursprung (0,0) mit Radius 1. Denn r =

/x? + y? ist der Radius des Punkts (x, y) in Polarkoordinaten. Zur Menge
gehoren also alle Punkte mit r < 1. Alternativ kann man auch sagen

Vaz+y? = ‘(;)’ = Lé#nge von (;) = Abstand (z,y) zu (0,0).

Die Punkte (z,y) mit Abstand < 1 gehéren zu K dazu, die Punkte mit
Abstand = 1 aber nicht mehr. Daher ist K der Kreis mit Radius 1, aber
ohne den Kreisrand, siche auch Abbildung 8.2. Der Rand JK besteht
damit genau aus den Punkten mit Abstand = 1, also

0K = {(a:,y) ‘ Va2+a?= 1} . (Kreislinie)

Die Menge K ist offen, denn kein Randpunkt liegt in K. (Der Kreisrand
gehort nicht zu K wegen dem ,,<“ in der Definition von K.)

(b) Die Menge
D= {(x,y) ‘ Vel +y? < 1}
beschreibt den Kreis mit Radius 1 mit Rand. Denn wegen dem ,, <“ gehoren

auch die Punkte mit Abstand = 1 zur Menge dazu (Abbildung 8.2). Der
Rand der Menge besteht wieder aus den Punkten mit Abstand = 1, d.h.

OD = {(z,y) | Va? +y?> =1}.

Die Menge D ist abgeschlossen, denn alle Randpunkte liegen in D (wegen
g 43 ) .

R
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Abbildung 8.2: Offene und abgeschlossene Kreisscheiben

(c) Die Begriffe ,offen“ und , abgeschlossen“ kennen wir schon fiir Intervalle

inR (n=1):
la,bj={x € R|a < z < b} (offenes Intervall)
[a,b] ={z e R|a <z <b} (abgeschlossenes Intervall)

Die Randpunkte von ]a,b[ und [a, b] sind fiir beide Intervalle a und b, der
linke und der rechte Randpunkt. Da die Randpunkte bei |a, b[ nicht zum
Intervall dazu gehéren, ist das offene Intervall |a, b[ tatséchlich eine offene
Menge nach der Definition 8.1.1. Bei [a, b] gehoren die Randpunkte dazu.
Also ist das abgeschlossene Intervall [a,b] auch abgeschlossen. Die neue
Definition stimmt mit den schon bekannten Begriffen iiberein.

] [
] L
a b
|a, b] offen [a,

]
]

b

| abgeschlossen

-~ o

8.2 Funktionen mehrerer Variablen

Fiir Funktionen von mehreren Variablen verwenden wir allgemein die Schreib-
weise

f:GCR"—R, f:GCR" =R,
oder
y=f(z) x> f(z)
Dabei steht wie schon erwdhnt z fiir den Punkt z = (x1,...,2,) € R", die
Funktion héngt also tatsédchlich von n Variablen z1,...,x, ab. Die Menge G

bezeichnet den Definitionsbereich von f, d.h. G = Dy. Man sagt auch , f ist
eine Funktion von R"™ nach R*“ oder ,, f bildet von R™ nach R ab*.
Beispiel 8.2.1 (a) Der Ausdruck

2

f(m17x27x3) = ut & — X2
T3

definiert eine Funktion f : G C R® — R mit Definitionsbereich

G = {(Il,l‘g,xg) € ]RS ’1‘3 7é 0}

(b) Der Ausdruck

fl@y) = Va2 +y?
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ist fiir alle Punkte (x,y) € R? definiert (denn 2% + 32 > 0, sodass der
Wurzelausdruck immer definiert ist). Hier ist also G = R?, und man lisst
dann G in der Funktionsschreibweise weg,

TR =R, f(z,y) = Va2 +y2

So wie Funktionen von mehreren Variablen abhéngen koénnen, kann eine
Funktion auch einen Vektor statt einer Zahl als Funktionswert liefern. Man
spricht dann von wvektorwertigen Funktionen. Im allgemeinen Fall ist eine von
mehreren Variablen abhéngige vektorwertige Funktion von der Form

f:GCR"—>R™
f1($17~~~,$n)
flxe,...,z,) = :

fm (21, c X))
was man wieder kurz als
f:GCR"—=R", y=f(x)
schreiben kann, wobei x € G C R"™ ist und y ein Vektor

Y1
y=| : | e R™
Ym

Fir m > 2 haben wir hier tatséchlich eine vektorwertige Funktion; im Fall
m = 1 erhalten wir dagegen wieder f : G C R"™ — R, man nennt f dann auch
skalarwertig.

Beispiel 8.2.2 (a) Durch

o = (477

1—2ay

erhalten wir eine Funktion f : R? — R2. Die erste Komponente der
Funktion ist fi(z,y) = x + 22y, die zweite Komponente ist fa(x,y) =
1—2xy.

(b) Beispiele aus der Anwendung: Die Temperaturverteilung ist eine ska-
larwertige Funktion

T:GCR?*—=R, T=T(z,9,2).

Sie beschreibt die (unterschiedliche) Temperatur in den Punkten eines
Korpers. Der Definitionsbereich G hat hier die Rolle des Korpers:

der Kérper G hat im Punkt (z,y, 2) € G die Temperatur T'(x,y, z)

Allgemeiner ist G das Gebiet, in dem die Funktion die Temperatur festlegt.
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Ein Beispiel fiir eine vektorwertige Funktion ist das elektrische Feld
E:GCR*— R
Im Punkt (z,y, 2) € G hat man die elektrische Feldstiirke

. E1($,y72’)
E = | Ex(z,y,2) | = E(z,y,2).
E3(xa Y, Z)

8.3 Grenzwerte und Stetigkeit

Fiir die Analysis von Funktionen mehrerer Variablen benétigen wir Grenzwerte
und Stetigkeit solcher Funktionen. Das funktioniert im Wesentlichen genauso
wie bei Funktionen einer Variablen von R nach R:

(a) Konvergenz von z € R™ gegen a € R™. Es gilt:

T ai
T —a wobei r=1:],a=
Tn an
S Ty ay, ..., Ty —> Ay (komponentenweise)

& |lr—al—0

Die Konvergenz x — a erfolgt also komponentenweise, x; — a; fiir ¢ =
1,...,n. Dies ist aber fiquivalent zu |x—a| — 0 (siehe (8.1)), d.h. x — a gilt
genau dann, wenn der Abstand |z — a| beliebig klein wird. Die Richtung,
aus der x sich an a annéhert, ist dabei beliebig.

(b) Grenzwerte einer Funktion f : G € R™ — R™: Wir schreiben

lim f(z) =y

Tr—ra

wenn aus der Konvergenz  — a immer f(z) — y folgt. (Das ist genau
wie bei Funktionen von einer Variablen.)

(c) f ist stetig im Punkt a € G, wenn

lim f(z) = f(a)

Es gilt (wie bei einer Variablen):

Summen, Produkte, Quotienten, Verkettungen der elementaren
Funktionen sind stetig auf ihrem Definitionsbereich.

Beispiel 8.3.1 Die Funktion

flx1, 22, 23) = /122 + €72 - (22 — X3)

ist stetig auf dem Definitionsbereich G = {(:vl, T9,w3) € R? { T1To > 0}.
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8.4 Partielle Ableitung

Fiir Funktionen von mehreren Variablen gibt es verschiedene Ableitungsbegriffe.
Der erste ist der der partiellen Ableitung. Sei f eine skalarwertige Funktion

fGCR" >R, y=f(z1,...,2,)

und der Definitionsbereich G eine offene Menge.

Definition 8.4.1 Die partielle Ableitung von f nach der Variablen x; im Punkt
a=(ag,...,a,) € G) ist

8f( )= lim f(al,...,xi,...,an)—f(al,...,ai,...,an).

ox; Ti—a; T; — a;

f heiit in a nach x; partiell differenzierbar, wenn dieser Grenzwert existiert.
Mit der Abkiirzung h = x; — a; konnen wir die partielle Ableitung auch als

of o fla,.ai by an) = flag, . an)

schreiben oder noch kiirzer als

of  _ v flathe) — f(a)
8xi (a) o }ltlil}) h

wobei e; € R™ der ¢. Einheitsvektor ist, also

0 aq
a+he;=a+h|1l]|=]a+h
0 an

Auch die partielle Ableitung ist also der Grenzwert eines Differenzenquotienten.
Da im Differenzenquotienten nur die i. Stelle von a; zu x; variiert wird, alle an-
deren Stellen aber konstant bleiben, ist g—i(a) nichts anderes als die gewohnliche
Ableitung der Funktion

xi = flar, ..., ai—1,%i, Qig1,- .., 0n)

an der Stelle z; = a;. D.h. bei der partiellen Ableitung leitet man f(x1,...,z,)

nach x; ab wobei alle anderen Variablen x4, ...,2;—1, %41, ..., T, konstant sind.
Wir haben fiir die Definition vorausgesetzt, dass die Menge G offen ist. Damit

ist der Punkt a € G automatisch kein Randpunkt des Definitionsbereichs, so

dass hier keine einseitigen Ableitungen vorkommt. Das vereinfacht die Theorie.
Fiir die partielle Ableitung nach x; gibt es viele Schreibweisen:

of o9 , Cae
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Beispiel 8.4.2 (a) Wir berechnen die partiellen Ableitungen von

flz1,20) = x? + x%m% + \/Ta.

Fiir die Ableitung nach z; behandeln wir die andere Variable x5 als kon-
stant. Damit ergibt sich also

of

8—331(301,@) =327 4 21123 .
Entsprechend ist beim Ableiten nach x5 die erste Variable x; konstant:
af 1

2
L =22.92 _
8$2 (xl,IQ) Il 1"2+ 2\/@
(b) Fiir die partiellen Ableitungen von
flz,y,2) = e™ + x - sin(z)

erhalten wir

g% =e™ .y +sin(z) (y und z konstant)
% =" . g (z und z konstant)
?Ti =1z cos(z) (z und y konstant)

8.5 Ableitungen h6éherer Ordnung

Durch mehrfaches partielles Ableiten ergeben sich partielle Ableitungen hoher-
er Ordnung: Leiten wir % partiell nach xj ab, so erhalten wir die partielle
Ableitung 2. Ordnung

0% f o of

75@@3:172' = 87”871 = 8xk8zif = szzk .

Beim Ableiten nach derselben Variablen (k = ¢) schreibt man

* _ 90 _

Analog definiert und schreibt man partielle Ableitungen 3. und noch hoherer
Ordnung.

Beispiel 8.5.1 Fiir die Funktion f(x,y) = 22 - cosy ist die partielle Ableitung
1. Ordnung nach z
ﬁ = 2x - cos
or v
Leiten wir dies partiell nach = bzw. y ab, erhalten wir die zwei partiellen Ablei-
tungen 2. Ordnung
0% f 0% f )
—5 =2-cosy, = —2z -siny.
ox?

Oyox

Entsprechend erhélt man aus %i die Ableitungen 2. Ordnung ;jgy und 2275.
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Es zeigt sich, dass gemischte partielle Ableitungen zweiter Ordnung in den
allermeisten Féllen unabhéngig von der Reihenfolge der Ableitungen sind. Im

letzten Beispiel etwa leifert die Ableitung von % nach y, also 8126]; dasselbe

Ergebnis, wie die Ableitung von % nach z, also
Die Eigenschaft, die sicherstellt, dass die Reihenfolge bei partiellen Ablei-
tungen egal ist, ist die stetige partielle Differenzierbarkeit:

Definition 8.5.2 Sei f: G C R®™ — R mit G offen. f heilit stetig partiell dif-
ferenzierbar wenn f partiell nach jedem x; differenzierbar ist und alle partiellen
Ableitungen % stetig sind. f heif3t zweimal stetig partiell differenzierbar, wenn

f zweimal partiell differenzierbar ist und alle partiellen Ableitungen 2. Ordnung
82f
Ox;0x

stetig sind.

Fiir zweimal stetig partiell differenzierbare Funktionen gilt der Satz von
Schwarz iiber die Vertauschbarkeit partieller Ableitungen:

Satz 8.5.3 (Satz von Schwarz) Sei G C R"™ offen und f : G C R” - R
zweimal stetig partiell differenzierbar. Dann gilt:
0% f 0% f

= ir alle i,k=1,...,n.
0zp0x;  Oz;0xk fir alle i, e

Beachte: Nach dem Satz von Schwarz langt es fiir die Berechnung der partiellen
Ableitungen 2. Ordnung die gemischten Ableitungen nur in einer Reihenfolge zu
berechnen, da sich in der anderen Reihenfolge ja das gleiche ergibt. Man kann
diese Eigenschaft aber auch als Probe nutzen! Man berechnet die gemischten
Ableitungen auch in der jeweils anderen Reihenfolge und iiberpriift dann, dass
man dasselbe Ergebnis erhélt. Falls nicht, hat man einen Rechenfehler gemacht!

8.6 Totale Differenzierbarkeit und Gradient

Die partielle Differenzierbarkeit untersucht das Anderungsverhalten einer Funk-
tion entlang einer festen Koordinatenrichtung z;. Denn beim partiellen Ableiten
nach x; werden ja die iibrigen Variablen x, (k # 4) als konstant behandelt, d.h.
man betrachtet nur Anderungen von z;, d.h. entlang der Koordinatenrichtung
x;. Wir kommen jetzt zu einem Ableitungskonzept, das Anderungen in alle
Raumrichtungen zugleich beriicksichtigt.

Zur Motivation betrachten wir zunéchst eine Funktion g : R — R, die nur
von einer Variablen abhéngt. Die Gleichung der Tangente an g in = a ist dann

t(x) =gla) + ¢'(a) - (x - a)

(Mathematik A). Die Tangente ¢ n&hert die Funktion g in der N&he der Stelle
a linear an,

g(z) = t(x) = g(a) + ¢'(a)(z — a) fiir z ,nah® bei a
(sogenannte lineare Approximation). Genauer gilt

9(x) = g(a) +g'(a)(x — a) + r(x — a) (8.2)
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wobei r(z — a) also genau der Fehler bei der Approximation von g(z) durch ¢(x)
ist. Fiir diese Fehler gilt dann

r(z —a) =g(x) - gla) - g'(a)(z — a)

= lim rlz—a) = lim 9@) —gla) _ g (a)=4¢'(a) —g'(a) =0
r—=a T —a T—a T —a
Diese Grenzwerteigenschaft des Fehlers verwendet man jetzt, um zu definieren,
wann eine Funktion mehrerer Variablen eine lineare Approximation besitzt. Da
x —a € R™ dann ein Vektor ist, die Funktionswerte aber reelle Zahlen bleiben,
muss der Term ¢'(a)(x —a) in (8.2) gedndert werden. Man ersetzt ihn durch ein
Skalarprodukt (d, x —a), wobei der Vektor d € R™ noch bestimmt werden muss.

Definition 8.6.1 Die Funktion f : G C R™ — R mit G offen heifit in a € G
total differenzierbar, wenn es ein d € R™ gibt mit

f(x) = fla) + {d,x —a) + r(z — a)

und
lim =9 _ (8.3)
T—a |x — a|
Totale Differenzierbarkeit ist eine stérkere Eigenschaft als partielle Differen-
zierbarkeit. Das zeigt der folgende Satz, in dem wir auch den noch unbekannten
Vektor d berechnen:

Satz 8.6.2 Ist [ total differenzierbar, dann ist f auch partiell differenzierbar
und der Vektor d aus Definition 8.6.1 ist

of
Tm(a)
d= :
of
@(G)
Beweis. Sei f total differenzierbar und d = (dy,...,d,)T der entsprechende

Vektor aus Definition 8.6.1. Es gilt also

f(@) = fla) + (d,x — a) +r(x — a).

Sei x = a + he; wobei h € R und e; der i. Standard-Einheitsvektor ist, also

mit der 1 an der i. Stelle. Wir erhalten dann

fla+ he;) = f(a) + (d, he;) + r(he;) = f(a) + hd; + r(he;)
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und damit
flathe) = @) _,  rlhe)
h ! h
Im Grenzwert h — 0 ergibt dies die partielle Ableitung nach z; im Punkt a:
of .. fla+he) — fla) . r(hey)
B, @) = i h = di+ Jim =5 (84)
Mit (8.3) folgt
r(he:) = Ir(e.)| = Ir(z — o)l =0 firxz—a,dh h—0.
h |he;] |z — al
Also ist h
tim %) _
h—0 h
und aus (8.4) folgt dann
o (@) =,
81?i o
Insbesondere existiert der Grenzwert in (8.4) und f ist daher partiell differen-
zierbar. O

Definition 8.6.3 Sei f: G C R™ — R. Der Gradient von f ist
of
87351(:17)
grad f(a) = | :
of
@(z)

Der Vektor d von Definition 8.6.1 ist also der Gradient an der Stelle a. Fiir
eine total differenzierbare Funktion ergibt sich somit

f(x) = f(a) + (grad f(a),z — a) + r(z — a) (8.5)

wobei fiir den Fehler r(z—a) die Grenzwertbedingung (8.3) gilt. Diese Bedingung
besagt, dass r(z—a) klein im Verhéltnis zu z—a ist, wenn = nah bei a ist. Hieraus
ergibt sich dann folgende Formel fiir die lineare Approximation einer Funktion
mehrerer Variablen:

f(z) = f(a) + (grad f(a),z — a) wenn z nah bei a. (8.6)

Das ist sozusagen die mehrdimensionale Verallgemeinerung der Tangentenglei-
chung. (Siehe dazu auch Abschnitt 8.8.) Wir kénnen die Formel (8.6) der linea-
ren Approximation noch verschieden umformen: Wenn wir das Skalarprodukt
von (8.6) in Komponenten ausrechnen,

of
8731(@) T —a
(grad f(a),z —a) = (| ;
of T, — ay
o, @
of

= gp; W —a) -t o (a) (T - an),
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erhalten wir

(a)(x1 —a1)+---+ ﬁ(a)(xn —ap) (8.7)

of
o oxy,

fla) ~ fla) + 5

fiir  nah bei a. Andererseits kénnen wir mit den Abkiirzungen

Ar=z—a, Af=f(x)- f(a)
schreiben

Af =~ (grad f(a), Az) = %(G)Am 4t %(G)Al’n (8.8)

fiir Az klein.

Aus (8.8) konnen wir schliefllich eine infinitesimale Version ableiten. Da-
bei werden die endlichen Differenzen Ax; ersetzt durch die unendlich kleinen
(infinitesimalen) Differentiale dz; und entsprechend Af durch df. Bei diesem
Ubergang verschwindet der Fehler in (8.8) (wegen der Bedingung (8.3)), so dass
sich wieder eine Gleicheit ergibt:

0 B,
df = (grad f,dz) = a—idxl ot %dwn. (8.9)

Dies ist das totale Differential von f.
Wann ist eine Funktion total differenzierbar? Der néchste Satz gibt dafiir
ein hinreichendes Kriterium:

Satz 8.6.4 Ist f stetig partiell differenzierbar (siehe Definition 8.5.2), dann ist
f total differenzierbar.

Zusammengefasst gilt also die Implikation

f stetig partiell differenzierbar
= f total differenzierbar
= f partiell differenzierbar

Wir erldutern die neuen Begriffe anhand einer konkreten Funktion:
Beispiel 8.6.5 Wir betrachten die Funktion f : R? — R mit
flz,y) = ze V.
Die partiellen Ableitungen sind
of _ -y

5 — ¢ ud =V (—2y) = —2zye V.

Somit ist der Gradient von f

eV’
grad f(x,y) = —2xye_92 .
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Da beide partiellen Ableitungen 1. Ordnung von f existieren und stetig sind
(vergleiche Abschnitt 8.3), ist f also stetig partiell differenzierbar und damit
dann auch total differenzierbar. Das totale Differential von f ist

df = afd + —fdy — eV dx — Zzyenydy.
ox Jy

Schliellich berechnen wir noch die lineare Approximation von f in einem be-
stimmten Punkt. Allgemein gilt

of

fy) ~ @) + L @an s oL

Gy @A

Fiir den Punkt a = (3, 1) ergibt sich

1
f(a):f(%,l)zie 17
i1yt 90 —2.—et=—¢7!
2=t Ly -—2 et
Ar=x—=, Ay=y-—1

1 1 1 1
JY) R — 4 — —=)=—=(y—-1). 8.10
fe g+t (o-3) - tu-1 (810)
Bemerkung: Es gibt Funktionen, die zwar partiell, aber nicht total differen-
zierbar sind. Solche Funktionen sind dann nicht stetig partiell differenzierbar
und typischerweise durch eine Fallunterscheidung definiert. Ein Beispiel einer
solchen Funktion ist

Yy
flay) = { 22 +y*
Oa (x, y) - (0, 0)

Diese Funktion ist im Punkt (0,0) partiell differenzierbar, aber nicht total dif-
ferenzierbar. f ist iibrigens in (0,0) auch nicht stetig.

8.7 Anwendung: Fehlerrechnung

Eine Anwendung der linearen Approximation ist die Berechnung der Fortpflan-
zung von Messfehlern, auch Fehlerrechnung genannt. Gegeben sind mehrere
physikalische Grofen x4, . . ., 2, die gemessen werden. Diese Messgrofien sind je-
weils mit Messfehlern Az, ..., Az, behaftet. Fiir eine weitere abhingige Grofie
y = f(zy,...,z,) ist dann der resultierende Fehler Ay gesucht. Die Funktion f
ist dabei meist ein physikalisches Gesetz, dass x1, ..., z, mit y verkniipft. Wie
planzt sich also der Fehler Axq,...,Ax, zu Ay fort?
Mit linearer Approximation von f gilt

of

— Az,
oz, v

0
Ayz—fol—k...—k
8.1‘1
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Ry
Al
L
Abbildung 8.3: Parallelschaltung von Widerstinden

Daraus erhilt man mit Hilfe der Dreiecksungleichung als Abschétzung fiir den
resultierenden Fehler

n

| 9f of
|Ay| ~ ‘8xle1+...+a Az,

0
g‘f Az 4.+
8131

of
| 1820

Beispiel 8.7.1 Wir betrachten die Parallelschaltung zweier Widerstdnde R;
und Ry, siche Abbildung 8.3. Der resultierende Gesamtwiderstand R ist

1_1 . 1 _Ri+h _ RiRy
R R, Ry RiR, " Ri+ Ry

Die Werte der Einzelwiderstéinde sind durch Messung bekannt:

Ry =(2+01)kQ, Ry =(18+0.5)kQ

R

Der Gesamtwiderstand ist damit

2-18 36
= k) = — kQ = 1.8k.
r 2+18 20 8
Wie grof} ist der resultierende Fehler des Gesamtwiderstands? Die Funktion, die
die gemessenen Groflen R; und Ro mit der resultierenden Grofle R verkniipft,

ist hier

R Ry
R=f(R1,Ry) = ——.
f( 1, 2) Rl + R2
Damit folgt
af of
AR| < |=—=||AR —||AR
AR < | GE AR+ | 72 |
Aus der Quotienten folgt fiir die beiden partiellen Ableitungen
Of  Ra(Ri+ Rp)— RiRy R3 af R?
OR, (R1 + R2)? (R1 + R9)?’ ORy  (Ry+ Ro)?
FEinsetzen der Messwerte ergibt daraus
of 182 > of _ 2° 2
— =—=0.9"=0.81 =— =0.1°=0.01
OR; 20?2 0.97 =081, ORy 202 0 0.0

sowie
|AR;| = 0.1k, |ARy| = 0.5k.

Damit erhalten wir fiir den resultierenden Fehler
|AR| <0.81-0.1kQ +0.01-0.5kQ = 0.081 k2 + 0.005 k2 = 0.086 k{2
also insgesamt R = (1.8 & 0.086) kf2.
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Abbildung 8.4: Die Tangentialebene an eine Funktion

8.8 Lineare Approximation graphisch: die Tan-
gentialebene

Fiir eine Funktion von zwei Variablen f(z,y) lassen sich die partiellen Ablei-
tungen und die lineare Approximation sehr schén graphisch veranschaulichen.
Sei dazu a = (xg, o) ein gegebener Punkt. Wie wir in Abschnitt 8.4 gesehen
haben, ist die partielle Ableitung % im Punkt a die Ableitung der Funktion
x — f(x,y0) an der Stelle z = xg, also eine gewohnliche Ableitung einer Funk-
tion von einer Variablen xz. Wir wissen, dass die Ableitung gleich der Steigung
der Tangente ist. Also ist %(a) die Steigung der Tangente in x = zg an die

xr

Funktion z — f(z,y0), oder anders gesagt:

0
8—f(a) = Steigung der Tangente T, an f in z-Richtung im Punkt a.
x
Entsprechend gilt
of

3 (a) = Steigung der Tangente T, an f in y-Richtung im Punkt a.
Y
Die Tangenten T, und 7T, an f sind in Abbildung 8.4 skizziert. Der Graph der
Funktion f ist dabei eine, im Allgemeinen gekiimmte, Fliche im Raum: die
Fldche hat im Punkt (z,y) die Hohe z = f(x,y).
Wir betrachten jetzt die lineare Approximation von f in a:
0 0

fa) ~ @)+ @@ —m) + S @E-w). 1)
Die rechte Seite ist dabei nur abhéingig von x und y (denn a = (g, yo) ist fest);
sie definiert eine Ebene in Koordinatenform:

E: 2= fa)+ 52 (a)(x — w0) + 2 (a)(y — yo)- (8.12)
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Abbildung 8.5: Zur Konstruktion der Richtungsableitung

Dies ist die Gleichung der Tangentialebene an f in a. Die lineare Approximation
(8.11) besagt dann, dass die Tangentialebene E den Graphen von f im Punkt
a anndhert.

Setzt man in (8.12) y = yo bzw. x = x0, so erhiilt man genau die Gleichungen
der Tangenten T, und T,,. Das heift, T;, und T}, liegen in £ und spannen daher
E auf. Das ist ebenfalls in Abbildung 8.4 skizziert.

Beispiel 8.8.1 Fiir das Beispiel 8.6.5 etwa koénnen wir die Tangentialebene im
Punkt a = (%, 1) direkt aus der linearen Approximation (8.10) ablesen: die
Tangentialebene ist

Beachte: Die Veranschaulichung der linearen Approximation als Tangential-
ebene setzt eine Funktion von zwei Variablen voraus, also f : G C R” — R mit
n = 2. Die Tangentialebene ist eine 2-dimensionale Ebene im 3-dimensionalen
Raum R™. Allgemein, d.h. bei beliebigem n, definiert die rechte Seite der linea-
ren Approximation eine n-dimensionale ,Fldche* im n + 1-dimensionalen Raum

R
8.9 Richtungsableitung
Die partielle Ableitung ng: gibt die Steigung einer Funktion in Richtung der Ko-

ordinate x; an. Die Steigung der Funktion in Richtung eines beliebigen Vektors
lésst sich mit der Richtungsableitung bestimmen.

Definition 8.9.1 Fiir f: G CR™ — R und v € R", v # 0 heifit

0.1() = im f(fc+h1;l) — f(x)

die Richtungsableitung entlang (oder in Richtung von) v.

Die Richtungsableitung misst die Anderung der Funktionswerte von f ent-
lang der Geraden von x nach = + hv, also des Kurvenstiicks im Graphen von f
oberhalb dieser Geraden, siche Abbildung 8.5.
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Fiir eine normierte Richtung |v| = 1 ist die Richtungsableitung genau der
Grenzwert des Differenzenquotienten

fle+h) = flz) _ flet+ho) - flx) _ fl@+h) - f(z)

|(z + hv) — z| || B h ’

und damit gilt fiir [v| = 1:
Oy f(x) = Steigung von f im Punkt x in Richtung v.

Speziell erhélt man fiir v = e; wieder die partielle Ableitung: 8., f(z) = 2L (z).

ox;
(Das folgt sofort durch Vergleich der Definitionen 8.4.1 und 8.9.1.) ’
Die praktischen Berechnung der Richtungsableitung erfolgt mit durch Ska-
larprodukt der Richtung v mit dem Gradienten:

Satz 8.9.2 Ist f total differenzierbar, so gilt
Oy f(z) = (grad f(z),v).

Beweis. Da f total differenzierbar ist, gilt

flxz+ hv) = f(z) + (grad f(z), hv) + r(hv)
und damit L L

f(l‘—l— /U) - f({IJ) _ <gradf(x)7v> + ’I"( 7}).

h h

Im Grenzwert h — 0 gilt wegen (8.3) @ — 0, und es folgt

= (grad f(x),v).
O

Beachte: Nur fiir normierte Richtungen |v| = 1 gibt die Richtungsableitung die
Steigung von f in Richtung v an. Ansonsten erhélt man ein gewisses Vielfaches
Steigung, denn nach dem letzten Satz gilt fir r € R\ {0}:

Oro f(x) = (grad f(z),rv) = - (grad f(z),v) = - 0, f(z).
Beispiel 8.9.3 Wir berechnen die Richtungsableitung von

flz,y) =z -In(y) + 2°

im Punkt @ = (1, 1) in Richtung v = < 3

>. Der Gradient von f ist

In(y) + 2z
grad f(z,y) = ( r ) ~

y

Damit ist

D f(1,1) = <grad f(1,1), (}1)> = <(1“(1i ! 2) ’ (_31)>
- <G> , (31)> =—2+3=1
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Da |v] = /10 # 1, ist dies nicht die Steigung von f in Richtung von v. Die
Steigung erhilt man mit der normierten Richtung (Einheitsvektor) e, = |Tl)|v:

1 1

1
5‘;—i‘f(1>1)=f~8vf(1,1):\/7170.1:\/7170.

[v]
8.10 Geometrische Interpretation des Gradien-
ten

Der Gradient einer Funktion ist ein Vektor. Mit Hilfe von Satz 8.9.2 kénnen
wir jetzt sagen, was dieser Vektor geometrisch bedeutet. Wir erinnern zuerst
an den Zusammenhang des Skalarprodukts mit dem Winkel zwischen Vektoren:
Fiir zwei Vektoren a,b € R"™ gilt

(a,b) =a-b=la|-|b|lcosy
wobei ¢ = p(a,b) € [0, 7] der Winkel zwischen den Vektoren a und b ist:
J a
b

Aus Satz 8.9.2 folgt dann
Oy f(z) = (grad f(z),v) = | grad f(z)| - [v] cos ¢

wobei ¢ der Winkel zwischen grad f(x) und v ist. Fiir eine normierter Richtung
|v| = 1 erhalten wir somit

Oy f(x) = Steigung von f in Richtung v = | grad f(z)| cos ¢
Da cos ¢ nur Werte zwischen 1 und —1 annimmt, folgt

—|grad f(z)| < 9, f(z) < |grad f(z)|

Der maximale Wert | grad f(x)| fiir 9, f (z) ergibt sich fiir cos p = 1, also ¢ = 0;
der minimale Wert wird fiir cosp = —1 < ¢ = 7 angenommen. (Man beachte
¢ € [0,7]!) Weiter gilt ¢ = 0 wenn v in Richtung von grad f(x) weifit, und
¢ = m wenn die Richtung von v entgegengesetzt ist. Also:
9, f(x) = { |grad f(z)| maximal < ¢ =0 < v in Richtung grad f(x)
—|grad f(z)| minimal < ¢ =7 < v in Richtung — grad f(z)

Die Steigung von f ist also am groften in Richtung von grad f(z) und am
kleinsten (negativ!) in Richtung — grad f(x). Anders ausgedriickt:

grad f(z) ist die Richtung des steilsten Anstiegs von f im Punkt x
—grad f(z) ist die Richtung des steilsten Abstiegs von f im Punkt x
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Abbildung 8.6: Der Gradient im Punkt einer Niveaumenge

8.11 Niveaulinien

Angesehen vom Graphen sind Niveaulinien oder — allgemeiner — Niveaumengen
eine Moglichkeit zur graphischen Darstellung von Funktionen mehrerer Varia-
blen. Fiir eine Funktion f: G C R™ — R und einen Wert ¢ € R heifit

N.={z € G| f(z) = ¢}

Niveaumenge von f zum Wert ¢. Die Niveaumenge N, enthilt also alle Punkte
x mit dem gleichen Funktionswert f(z) = c.

Niveaumengen sind Teilmengen von R”™. Bei einer Funktion zweier Varia-
blen f(z,y), d.h. fiir n = 2, ist N. C R? eine Menge in der Ebene, in der Regel
eine Kurve. Man spricht daher in diesem Fall von Niveaulinien. Der Graph er-
gibt eine dreidimensionale Darstellung der Funktion f(z,y): fiir jeden Punkt
(z,y) wird der Funktionswert z = f(z,y) als Hohe des Graphen eingezeich-
net. Die Niveaulinie N, enthélt daher die Punkte gleicher Hohe der Funktion
z = f(z,y) = c. (Hohenlinien, wie bei einer Landkarte! Wir illustrieren das im
néchsten Beispiel.)

Gradient und Niveaumengen héngen allgemein wie folgt zusammen:

Satz 8.11.1 In jedem Punkt x € N, steht grad f(z) senkrecht auf der Niveau-
menge N, d.h.
r€N, = gradf(z) L N,

Beweis. Sei z € N, d.h. f(z) = c¢. Sei w € R™ tangential zu N, im Punkt
x, sieche Abbildung 8.6. Da auf der Niveaulinie N, die Funktion f(z) konstant
gleich ¢ ist, gilt fiir die Richtungsableitung in = entlang N, also in Richtung w,
Ow f(x) = 0. Somit ist

O f(x) = (grad f(z), w) = 0,

und das heiit grad f(z) L w. O

Beispiel 8.11.2 Wir untersuchen die Funktion
fla,y) =a* +y°.

Der Graph von f ist eine um die z-Achse rotierte Parabel. Denn fiir y = 0, also
in Richtung der 2-Achse, ist z = f(x,0) = 2?; das ist die Normalparabel in der
(z, z)-Ebene. Entsprechend erhélt man in Richtung der y-Achse z = f(0,y) =
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Abbildung 8.7: Graph und Niveaulinien von f(x,y) = 22 4 y?

y?, die Normalparabel in der (y, z)-Ebene. Das ist in Abbildung 8.7 dargestellt.
Die Niveaulinien von f sind Kreise um den Ursprung. Zum Beispiel ist fiir ¢ = 4

Ny={(z,y)|2* +y* =4} = {(m,y)‘\/xQ-i-yz :2}

der Kreis mit Radius 2. Da die Niveaulinien den Linien gleicher Hohe im Gra-
phen entsprechen, sieht man so, dass der Graph von f tatséchlich die um die
z-Achse rotierte Parabel ist, siche nochmal Abbildung 8.7. Fiir ¢ = 0 ergibt
sich Ny = {(0,0)}; die ,,Niveaulinie* besteht hier also nur aus einem einzelnen
Punkt. (Und bei ¢ < 0 ist N, = @.)

Wir betrachten jetzt noch den Gradienten fiir dieses Beispiel. Es ist

grad f(z,y) = (35) :

Wir untersuchen den Gradienten im Punkt a = (—1,1). Es gilt f(a) = f(-1,1) =
(—1)2 4+ 12 = 2. Somit ist a € N. Die Niveaumenge Ny ist gegeben durch

No: fly) =22+ =c=2 & Va2ty2=V2

es ist also der Kreis mit Radius /2. Im Punkt « ist der Gradient

grad f(a) = grad f(—1,1) = (‘f) .

Niveaumenge und Gradient sind in Abbildung 8.8 skizziert; man sieht, wie der
Gradient auf N, senkrecht steht.

Der Gradient zeigt in Richtung des steilsten Antiegs von f. Auch das sieht
man in der Skizze 8.8, denn nach Auflen hin liegen ja die Niveaulinien mit gréfle-
rem Funktionswert ¢, nach Innen wird der ¢ kleiner (vergleiche Abbildung 8.7).
Die maximale Steigung von f im Punkt a, also die Steigung in Richtung des

Gradienten ist
|grad f(a)] = | <‘22> | =2v3.
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grad f(a) Y

Abbildung 8.8: Gradient in a = (—1,1) aus Beispiel 8.11.2

Schliefllich ist die Richtung des steilsten Abstiegs in a gleich

~emd @) = (%),

8.12 Kurven im Raum

Fiir die weitere Untersuchung von Funktionen mehrerer Variablen benotigen wir
als Hilfsmittel Kurven im Raum oder der Ebene. Kurven tauchen aber natiirlich
selbst in Anwendungen auf, zum Beispiel als Kurve, auf der ich ein Korper
durch den Raum bewegt. Auf einer Kurve werden die Punkte nacheinander
durchlaufen.

Definition 8.12.1 Sei I C R ein Intervall (I = R ist erlaubt). Eine Funktion
x: I —R" t— z(t),
heift Kurve (oder auch Weg) im R™.

Die Funktion x(t) beschreibt also die Kurvenpunkte in Abhéingigkeit vom
Kurvenparameter ¢; oft ist ¢ die Zeit. Die Richtung, in der die Punkte der Kurve
durchlaufen werden, ist die Richtung mit wachsendem ¢.

z(t)

Beispiel 8.12.2 (a) Die Kurve

z:[0,27] = R?, z(t) = (ZZ?E((ID

ist der Kreis mit Radius 7 in der Ebene IR?, gegen den Uhrzeigersinn
durchlaufen.
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x(t
o

Lo

Abbildung 8.9: Die Kurven aus Beispiel 8.12.2

(b) Die Kurve
z:R—=-R", z@)=z0+tv

ist die Gerade durch zp € R" in Richtung v € R".
Beide Kurven sind in Abbildung 8.9 dargestellt.

Die Ableitung einer Kurve ist wie immer durch den Grenzwerte eines Diffe-
renzenquotienten definiert:

Die Ableitung z/(t) ist ein Vektor, der im Punkt x(¢) tangential zur Kurve in
Laufrichtung liegt:

Physikalisch ist 2’(t) der Geschwindigkeitsvektor beim Durchlaufen der Kurve.
Fiir eine Funktion f : G C R® — R und eine Kurve z : I — R" die im
Definitionsbereich von f verlduft, d.h. z(¢) € G, kann man die Verkettung

p=fox: IR, ot)=f(z(t))

bilden. Dadurch wird die Funktion f sozusagen entlang der Kurve z(t) ,,abge-
fahren“. Die Ableitung ¢’(t) beschreibt damit die Anderung von f(z) entlang
der Kurve z(t). Fiir die Ableitung der Verkettung ¢ = f oz gilt wie im Fall von
Funktionen einer Variablen eine Kettenregel:

Satz 8.12.3 (Kettenregel fiir Kurven) Sind f : GCR" - R undz: I —
R" differenzierbart und gilt x(t) € G fiir allet € I, dann ist o = fox: I - R
differenzierbar mit Ableitung

¢'(t) = (grad f(z(t)), 2'(¢))

T O it
= S T+t 5 @) (1),

IHier ist gemeint, dass f total differenzierbar ist. Bei einer Funktion mehrerer Variablen
ist im folgenden mit differenzierbar immer (mindestens) total differenzierbar gemeint.
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Aquivalent kénnen wir das auch als

Op _ Of dvy  , Of dn

ot Oxy dt T Oz, dt

schreiben, was an das totale Differential (8.9), df = %dm + ...+ %dmn,
erinnert.

Beweis. Nach der Formel (8.5) fiir die totale Differenzierbarkeit von f in x(to)
gilt
f(z(t) — f(x(to))
t—1o

Fiir t — to ist

o)~ (o) | 7(a(t) =)

= <gradf($(t0)>7 t—to t—to

r(z(t) —x(to)) _ r(x(t) —x(to)) |z(t) — x(to)| PN
— 0 = |x(t)_x(t0°>| . t_too — 0 [2/(to)| = 0
und damit folgt ¢’(tg) = (grad f(x(to)), 2’ (to)). O

Beispiel 8.12.4 Sei p(t) = f(x(t)) mit

flane) =niad o=, ) = (5).

Wir berechnen ¢'(t) mit der Kettenregel: Es gilt

2
gradf('rlva) = (2;.1;21,2) ) I/(t) = (_]-Qt> .

Einsetzen der Kurve z(t) in grad f(z1,2), also von 1 = z1(t) = t und x5 =
xo(t) = 1 — 2 liefert

awad fo(0) = (31 )

und damit
¢ (0 = G fao) ' 0) = (30 )+ (L)) = -2 —ae -2

was wir hier nicht weiter ausrechnen.

8.13 Taylorentwicklung fiir mehrere Variablen

Wir leiten jetzt Formeln fiir die Taylorentwicklung von Funktionen mehrerer
Variablen her. Sei dazu f : G C R® — R (m + 1)-mal stetig partiell differen-
zierbar und G offen. Wir betrachten den festen Entwicklungspunkt ¢ € G und
einen verschobenen Punkt a+h gegeben durch den Vektor h € R"™, so dass a+h
und das ganze Geradenstiick von a nach a + h zu G gehoren, d.h.

a+theG firalle t¢e][0,1].
Das ist in Abbildung 8.10 illustriert.
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G
Abbildung 8.10: Setup zur Taylorentwicklung

Satz 8.13.1 Sei f : G C R™ — R (m + 1)-mal stetig partiell differenzierbar
und a, h wie oben. Dann ist die Taylorentwicklung m. Ordnung von f im Punkt

a
m

fla+h) =Y ki Ron(h) (8.13)

k=0

mit dem Restglied

1

mc’?;’?ﬂf (a+¢€h)  firen €&e0,1]. (8.14)

Rm(h) =
Dabei ist OF f die k-fache Richtungsableitung von f in Richtung h.

Beweis. Sei x(t) = a+th und ¢(t) = f(x(t)) = f(a+th). Die Taylorentwicklung
(4.3) fiir ¢ in tg = 0 ist

Zi ®)(0) 5 + Ry (h),

fiir das Restglied in Lagrange-Form (4.4) erhilt man

1

m+ 1) (1) (¢) ¢t 0<g<t.

Rin(h) =
Wir berechnen die Ableitungen von ¢(t) mit der Kettenregel 8.12.3:

¢'(t) = (grad f(z(t)), 2’ (t)) = (grad f(x(t)), h) = Onf(2(t)),
¢"(t) = (grad(9,,f)(x(t)), h) = On(Onf)(2(t)) = O f(x(t),  us.w.

Damit folgt dann

Fla 1) = 1) = 30 LOEF@(0) + Ron() = 3 L0 (@) + Ronlh)
k=0 k=0
mit
1 m—+1 _ 1 m—+1
Rou(h) = oy (€) = O ala+€). 0261
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In Anwendungen verwendet man oft folgende alternative Formel fiir die Tay-
lorentwicklung:

- oy ... onnf ( ) o po

wobei

h=|:] und ag;...ag;f(a):(%)al...(%)“"ﬂa).
hn,

Die Formel (8.15) ergibt sich aus (8.13) durch Ausrechnen der mehrfachen Rich-
tungsableitungen. Wir fithren das hier fiir n = 2 vor: aus

6hf = (grad f> h> = <<gj1§> ) (Z;)> = hla’mf + hQamzf = (hla:rl + h2812)f

ergibt sich mit dem allgemeinen binomischen Satz 1.6.1:

%@Iff( )= kl(hlazl + h20,)k f(a)
1 K _
= ﬁgm(h 102,)"77 (h20y,)’ f(a)
= Y pdhoLi@nin (=k-j)
jj,llzzok

Beispiel 8.13.2 Sei
fz,y) = 2®siny.

Wir berechnen die Taylorentwicklung von f bis zur Ordnung m = 3in a = (1, 0):

fla+h) = f(a)
+0:f(a)hy + 0y f( )ha

+ O] + aaﬂ)mm+iyﬂ@#

1|1|
1
+ gaif( a)hi + f<92<9  f (a)hihs +

o 0,02 f(a)hnh2 + 0% f(a)h
+ R3(h)

1'2' 31

Die partiellen Ableitungen sind

O f =2xsiny, O,f = x2 cosy,
02 f = 2siny, 0,0y f = 2z cos y, ajf = —2?siny,
3f =0, agﬁyf = 2cosy, axagf = —2zsiny, 83]” = —22 cosy.
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Einsetzen von a = (1,0):

f(a) =12 -sin(0) =0
O, f(a) =2-1-sin(0) = 8yf(a) =12 cos(0) =1,
0:f(a) =0, 0,0, f(a) =2, 9f(a)=0,

2f(a)=0, 9:9,f(a) =2, 8,0;f(a)=0, 8;f(a)=—1

Somit ist die Taylorentwicklung

—1
fla+h)=f(1+hi,ha) =ha+ —~hihs + h2h2 3 —=hj + Rs(h)

1|1| o
= ho + 2h1hy + h%hg — éhg + Rg(h)

8.14 Die Hessematrix

So wie der Gradient alle partiellen Ableitungen 1. Ordnung zusammenfasst, fasst
die Hessematrix die partiellen Ableitungen 2. Ordnung zusammen.
Fiir eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion f : G C R™ - R

heifit
foro1 (@) frrwn(®) oo fare, (@)
foaa1 (@) fooza (@) oo frpw, (2)
Hi(z) = . . ) (8.16)
fone (#) fone(®) oo fone,(2)
die Hessematriz von f. Dabei benutzen wir die Abkiirzung
o of

siehe Abschnitt 8.4 partielle Ableitung.
Nach dem Satz von Schwarz 8.5.3 gilt fz,2, = fe,e; und damit ist die Hes-
sematrix Hy(x) symmetrisch:

Hy(x) = Hy(2)".

Die Hessematrix ist so aufgebaut, dass ihre Spalten nacheinander alle partiellen
Ableitungen des Gradienten enthalten:

fml a fl'lifk
grad f(z) = g = a—mk grad f(z) = :
fxn, fl‘nﬂfk

= Hf(ac)<88g adf, 0 gradf,... gradf>

0
" Oz,
Das ist hilfreich bei der Berechnung von H(x)!

Beispiel 8.14.1 Fiir f(z,y) = y> — zy? ist

_y2
gra’df(x7y) = <3y2 _ 21‘:(/) .
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Daraus folgt dann
_( 0 —2y

Die erste Spalte ergibt sich durch partielle Ableitung des Gradienten nach z,
die zweite Spalte durch Ableitung von grad f nach y.

Mit dem Gradienten und der Hessematrix erhilt man eine weitere alternative
Formel fiir die Taylorentwicklung:

Satz 8.14.2 Sei f : G € R™ — R. Die Taylorentwicklung 1. Ordnung ist
fla+h)= f(a)+ (grad f(a),h) + Ri(h) mit Ry(h)= %<h7Hf(a +&h)h).
Fiir die Entwicklung 2. Ordnung gilt
Flath) = f(a) + (grad f(a),h) + 5 (b, Hy(a)h) + Ro(h).

ha
Beweis. Mit h = | : | gilt
hy

Onf(x) = (grad f(2),h) = (MO, + - - + hnOs, ) f(2)

8}27,f(x) = (hlam +--+h 8967; Z h; hkaibaika )
k=

7, 1

[
NE

>
Il

0

h1 :
< s | PSagen o Ao, > = (h, Hf(x)h> = hTHf(x)h
hy, :

O

Beispiel 8.14.3 Fiir die Funktion des letzten Beispiels f(z,y) = y® — 2y? be-
rechnen wir die Taylorentwicklung 2. Ordnung in a = (1,1): Es ist

fla)=1-1=0,

2
grad f(z,y) = (3y2 y2xy) = grad f(a) = ( )
Hf(l',y) = <_(;y 6y_—2y233> = Hf( ) (_02 _42> .

Damit ist die Taylorentwicklung 2.0rdnung

raem=((3): G+l () (5 3) (o)) v

Wir iiberlassen die Berechnung der Matrix- und Skalarprodukte dem Leser.
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8.15 Lokale Extrema, kritische Punkte

Wir benutzen jetzt unser Wissen iiber Differentialrechnung im R"™, um Funk-
tionen von mehreren Variablen auf lokale Extremwerte zu untersuchen.

Definition 8.15.1 Sei f: G C R"™ — R Ein Punkt a € G heifit

e lokales Minimum von f wenn es eine Umgebung U, (a) von a gibt so dass
f(a) < f(x) fir alle z € U.(a);

o lokales Mazimum von f wenn es eine Umgebung U, (a) von a gibt so dass
f(a) > f(z) fir alle z € U.(a).

Analog zum eindimensionalen Fall erhélt man mit den partiellen Ableitungen
1. Ordnung ein notwendiges Kriterium fiir Extremwerte:

Satz 8.15.2 (notwendiges Kriterium) Fir die differenzierbare Funktion f :
GCR" =R gilt

a € G lokales Extremum = grad f(a) = 0.

Beweis. Betrachte ¢(t) = f(a+te;) = f(x(t)) mit x(t) = a+te; wobei e; der 3.
Standard-Einheitsvektor ist. Hat f in a ein lokales Extremum, so hat ¢ int =0
ein lokales Extremum. Aus dem notwendigen Kriterium in einer Variablen und
der mehrdimensionalen Kettenregel 8.12.3 folgt dann

0 = ¢'(0) = (grad f(2(0)),2"(0)) = (grad f(a), e;) = -~ (a)
Da i beliebig ist, folgt grad f(a) = 0. |

Definition 8.15.3 Die Punkte a € G mit grad f(a) = 0 heiflen kritische Punkte
der Funktion f.

Die kritischen Punkte sind also die mdglichen Extrema der Funktion.

Bei der Berechnung der kritischen Punkte ergibt sich ein — im Allgemei-
nen nicht-lineares — Gleichungssystem. Im Gegensatz zu linearen Gleichungs-
systemen gibt es hierfiir leider kein allgemeingiiltiges Rechenschema. Es treten
allerdings bestimmte typische Fille auf.

Beispiel 8.15.4 Wir berechnen die kritischen Punkte der Funktionen.

(a) X
flay) = 500 +ay®—
Der Gradient ist
22 4+y? — 1)

grad f(z,y) = < 2y

Zur Berechnung der kritischen Punkte setzen wir grad f gleich Null und
versuchen, das entstehende Gleichungssystem zu l6sen:

2 2
gradf(x,y>—(”” oy 1)—0 &

22y 20y =0 (IT)

x2+y2—1:0’ (I)
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Die zweite Gleichung ist ein Produkt, dass Null ist. Daher muss einer der
beiden Faktoren Null sein:

(II) @ zy=0 & z=0V y=0

Wir haben also zwei Moglichkeiten (x = 0 oder y = 0) und fiithren daher
eine Fallunterscheidung durch:

1. Fall z = 0. Einsetzen von 2 = 0 in (I) gibt 4> —1 =0 = y = £1.
= kritische Punkte (0,1) und (0, —1)

2. Fall y = 0. Einsetzen in (I) gibt 2> =1 =0 = z = +1
= kritische Punkte (1,0) und (—1,0)

Insgesamt erhalten wir also:

f hat die kritischen Punkte (1,0), (—1,0), (0,1), (0,—1)

1

fley) =2y —y* = o'
(y—22%\ y—223=0| (I)
gradf(x,y)-(x_Qy)—O = z—2y=0| (II)

Hier kénnen wir Gleichung (IT) nach x auflésen und das dann in (I) ein-
setzen. Man konnte hier genauso gut (I) nach y auflésen und dies in (IT)
einsetzen. Wir beginnen aber mit (II) weil diese Gleichung einfacher ist.
Oft macht es Sinn, mit der einfacheren Gleichung zu beginnen.

1) < =x=2 (8.17)
Einsetzen in (I):
y—22=y—2-2y)P =y —16y> =0 = y(1 —16y*) =0
Wir haben hier wieder ein Produkt, das Null ist. (Sowas ist immer gut!)

Also gilt
y=0V 1-16y*=0.

Die zweite dieser Gleichungen wiederum gibt
1 1
1-16y° =0 & y*= — & y==4-
Y Y 16 Y 1

Wir erhalten also drei mogliche Werte (Félle) fiir y. Durch Einsetzen in
x = 2y erhalten wir dann die entsprechenden x Werte. Wichtig: Fiir jeden
y-Wert ist hier nur genau ein Wert fiir £ moglich. Denn (II) muss ja fiir
die kritischen Punkte gelten, und das impliziert (8.17), was x festlegt.

(a) y=0 % x=2-0=0 = kritischer Punkt (0,0)

b)y=7 = z=2-1=

©y=—1=a=2(-

= kritischer Punkt (%, i)

) = —3% = kritischer Punkt (-1, 1)

=N

Zusammen also:

f hat die kritischen Punkte (0,0), (1,1), (—3,—3)
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8.16 Hinreichendes Kriterium fiir Extrema

Wie bei Funktionen von einer Variablen erhalten wir iiber die zweite Ableitung
ein hinreichendes Kriterium fiir Extrema. In der Bedingung tritt die Hessematrix
auf, die ja alle partielle Ableitungen zweiter Ordnung zusammenfasst. Anders
als im Fall einer Variablen treten hier im hinreichenden Kriterium nicht nur
loakele Extrema auf, sondern auch Sattelpunkte.

Satz 8.16.1 Sei a ein kritischer Punkt von f : G C R™ — R. Dann gilt:

Hy(a) positiv definit = a lokales Minimum
Hy(a) negativ definit = a lokales Mazimum
H¢(a) indefinit = a Sattelpunkt

Dabei ist a ein Sattelpunkt, wenn in jeder Umgebung U.(a) Punkte u,v € U.(a)
existieren mit f(u) < f(a) < f(v).

Beweis. Wir benutzen die Taylorentwicklung 2. Ordnung aus Satz 8.14.2 in a.
Da a kritischer Punkt ist, also grad f(a) = 0, gilt

flath) = (@) + 5 b, H()h)

fiir h € R™ klein. Sei
h=tv

mit einem normierten Richtungsvektor |v| = 1. De Punkt a + h in der Taylor-
entwicklung ist damit a + h = a + tv, ein Punkt auf der Geraden durch a in

Richtung v:
a+h=a+tv
//47/

a

Einsetzen in die Entwicklung ergibt

Lo, Hy(ay) - £2.

flat t0) = f(a) + 3 o0, Hyla)tv) = f(@) +

2
Es gilt also

fla+tv) =~ a+ pt?

mit den Konstanten a = f(a) und 8 = 1(v, Hf(a)v), d.h. in Richtung v verliuft
f ungefihr wie die Parabel o + f5t2.

Ist nun Hj(a) positiv definit, so gilt (H;(a)v,v) > 0 fiir alle v # 0 (siche
Definition 7.3.1). Somit ist auch 8 > 0 fiir jede Richtung v, d.h. die f annihernde
Parabel o + Bt2 ist fiir jede Richtung nach oben gedffnet. Also ist a ein lokales
Minimum.
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Ist H¢(a) negativ definit, so ist entsprechend (Hy(a)v,v) < O fiir jedes v # 0,
d.h. 8 < 0, also alle Parabeln nach unten getffnet und damit a ein lokales
Maximum.

Ist schliefllich Hy(a) indefinit, so gibt es einen Vektor v mit (H(a)v,v) >
0 und einen Vektor ¢ mit (Hy(a)?,0) < 0. Also ist § > 0 und 8 < 0 fiir
verschiedene Richtungen v und wir erhalten einen Sattelpunkt.

O

Beispiel 8.16.2 Wir betrachten nocheinmal die erste Funktion aus Beispiel
8.15.4:

1
Ja.y) = 3a° + oy’ — .

Thr Gradient war

grad f(z,y) = < 2y

und als kritische Punkte hatten wir (1,0), (—1,0), (0,1), (0, —1) berechnet. Die

Hessematrix von f ist
_(2z 2y

(Erinnerung: die erste Spalte ist die Ableitung des Gradienten nach x, die zweite
Spalte die Ableitung nach y.) Mit dem hinreichenden Kriterium 8.16.1 fiir lokale
Extrema untersuchen wir jetzt den Typ der kritischen Punkte. Dazu bestimmen
wir die Definitheit der Hessematrix mit Satz 7.3.3.

x2+y2—1>

e Punkt (1,0): Die Hessematrix in (1,0) ist

H(1,0) = (g g)

2 0
det(0 2>—4>() und a =2 > 0.

Es gilt
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Nach Satz 7.3.3 ist somit ( 0) positiv definit. Also ist (1,0) ein lokales

2
0 2
Minimum.

e Punkt (—1,0): Hier ist

o= (0 5),

-2 0
det(o _2>—4>O und a=-2<0

= (_02 _02) negativ definit = (—1,0) lokales Maximum.

2 0

0 2
det(2 O>__4<0

= <(2) (2)> indefinit = (0, 1) Sattelpunkt.

e Punkt (0,1): H;(0,1) = (0 2).

e Punkt (0, -1): Hy(0,~1) = (_02 _02>

0o -2
det(_2 0)——4<0

= <O2 _02> indefinit = (0, —1) Sattelpunkt.

8.17 Extrema unter Nebenbedingungen

Oft sind in Anwendungen nicht einfach nur die Maxima oder Minima einer
Funktion gesucht, sondern es sollen zugleich weitere Bedingungen erfiillt sein,
die durch Gleichungen gegeben sind. Diese sogenannten Nebenbedingungen legen
also fest, welche Punkte iiberhaupt nur auf Minima und Maxima untersucht
werden. Allgemein kann man das so formulieren:

Gegeben sind Funktionen f,¢1,...,9m : G C R™ — R. Gesucht sind die
Extrema von f unter den Nebenbedingungen

qi(z)=c1, ..., gm(x) =cm (8.18)

wobei die Konstanten cy,...,¢, € R als Teil der Nebenbedingungen mit ge-
geben sind. Die Nebenbedingungen (8.18) definieren die Menge M der fiir die
Extremwerte zulédssigen Punkte z:

M={zeG|n(x)=ci,...,gm(x) =cm}.

Anders gesagt: wir suchen die Extrema von f(z) auf der Menge M.
Geometrisch ist M eine Menge von Punkten im Raum R"™. Folgende Fille
sind typisch:
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e m = 1,n =2 (d.h. eine Nebenbedingung, zwei Variablen z = (z1,x2)): M
ist eine Kurve in der Ebene R2.

e m = 1,n = 3 (eine Nebenbedingung, drei Variablen x = (21,2, 23)): M
ist eine Fliache im dreidimensionalen Raum IR2.

e m = 2,n = 3 (zwei Nebenbedingungen, drei Variablen): M ist eine Kurve
im Raum R3.

Allgemein ist M eine ,,Fldche“ der Dimension n — m im n-dimensionalen Raum
R™.

Wir geben ein einfaches Beispiel fiir eine Nebenbedingung und die entspre-
chende Menge M.

Beispiel 8.17.1 Gesucht sind die Extrema einer Funktion f (1,22, z3) unter
der Nebenbedingung 2% + 23 + 23 = 9. In unserer allgemeinen Schreibweise ist
die Nebenbedingung

gi(z) =c; wobei gi(x) =2 +x3+22 =09
Die Menge M ist
M = {z = (21,22,73) € R® ’x%-ﬁ-m%—&-m% =9}

z{xelR3 |x|:\/x%+$§+x§:3}

M ist also die Kugeloberfliche mit Radius 3 und Mittelpunkt im Ursprung
(0,0,0) (siehe auch Abschnitt 8.1). Gesucht sind damit die Extrema von f auf
der Kugel M.

Zur Berechnung von Extrema unter Nebenbedingungen gibt es das folgende
notwendige Kriterium:

Satz 8.17.2 (Lagrangesche Multiplikatorenregel) Seien f,g1,...,gm ste-
tig partiell differenzierbar und (grad g1 (), ..., grad g,(x)) linear unabhdngig fir
alle x € G. Ist x = a ein lokales Extremum von f unter den Nebenbedingungen
g1(x) =c1,..., gm(x) = ¢ dann gilt

grad f(a) = Z A; grad g;(a) mit A, ..., Am € R. (8.19)
i=1

Die Zahlen Ay, ..., A\ in (8.19) heiflen auch Lagrange-Multiplikatoren. Aus dem
Satz folgt, dass die moglichen Extrema genau die Losungen des Gleichungssys-
tems

grad f(z) = ) Aigrad gi(a) (8.20)

gl(x) =C1y .-ty gm(x) = Cm

sind.
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Abbildung 8.11: Zum Beweis der Langrangeschen Multiplikatorenregel

Beweis Satz 8.17.2. Wir geben den Beweis im Fall m =1 an. Sei also x = a
ein lokales Extremum von f(x) unter der Nebenbedingung g(x) = ¢. Die Menge
M ist in diesem Fall

M={xeG|g(z)=c}.

Das ist genau die Niveaumenge von g zum Wert ¢. Aus dem Abschnitt zu Ni-
veaumengen wissen wir, dass grad g(a) L M im Punkt a (Satz 8.11.1), siehe
Abbildung 8.11. Sei x(t) eine Kurve auf M durch den Punkt a in Richtung v,
d.h.

2(0) = a, 2'(0) = v.

v liegt dann tangential zu M (Abbildung 8.11). Wir betrachten die Funktion
p(t) = f(z(t)), also die Funktionswerte von f auf der Kurve z(¢). Da a ein
lokales Extremum von f auf M ist, und die Kurve z(¢) in M durch a liuft
(x(0) = a), hat ¢(t) = f(x(t)) also bei t = 0 ein lokales Extremum. Somit gilt
¢©'(0) = 0, und mit der Kettenregel 8.12.3 folgt

0=¢'(t) = (grad f(2(0)),2'(0) = (grad f(a),v) = gradf(a) Lv

Weil v eine beliebige Tangentialrichtung an M ist, ist grad f(a) senkrecht zu
M im Punkt a. Also miissen grad f(a) und grad g(a) parallel liegen (Abbil-
dung 8.11), d.h. es gilt

grad f(a) = Agrad g(a) fiirein X € R.

Das ist genau (8.19) fiir m = 1 (eine Nebenbedingung). O

Hinweis: Die Bedingung in Satz 8.17.2, dass die Gradienten von g1, ..., gm
linear unabhéngig sind, stellt sicher, dass die Nebenbedingungen voneinander
unabhéngig sind, dass also z.B. nicht aus einer Nebenbedingung schon eine
andere folgt. Nur damit ergibt sich oben n — m als Dimension von M. Und
fiir m = 1 bedeutet die lineare Unabhiingigkeit einfach, dass grad g;(x) stets
ungleich Null ist.

Beispiel 8.17.3 Wir suchen die Extrema von f(z,y) = 2z — 2y + 1 unter der
Nebenbedingung

g(z,y) =2* +y* =4
Die Lagrange-Multiplikatorenregel (8.19) liefert

grad f(z,y) = <_22> = Agrad g(z,y) = A- (;Z) :
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Zusammen mit der Nebenbedingung ergibt sich das Gleichungssystem

2=2\z (1)
—2=2\y | (II)
x? +y? = 4| (1)

Aus Gleichung (I) und (II) erhalten wir

I & 1:)\x<:))\7é073::§ (8.21)
1
I) & —-1=Xy & y= Y (8.22)

Einsetzen in die Nebenbedingung (IIT) liefert dann

Wir haben also zwei Fille. Fiir jeden Wert von A erhalten wir dann aus (8.21)
und (8.22) den Wert fiir « und y:

.)\:i = x:§=\/§,y=—§=—\/§

1
[ ] )\:—E = l':—\/i,y:\/i
Somit haben wir die Punkte (v/2, —v/2) und (—v/2,+/2) als mogliche (lokale)
Extrema.

8.18 Globale Extrema unter Nebenbedingungen

Die Lagrangesche Multiplikatorenregel ist ein notwendiges Kriterium und liefert
daher nur mdglich Extrema. Bei Extrema unter Nebenbedingungen gibt es kein
allgemeines hinreichendes Kriterium um zu sagen, ob ein mogliches Extremum
auch tatsdchlich ein Extremum unter den Nebenbedingungen ist, ein lokales
Maximum oder Minimum. (Im Gegensatz hierzu konnten wir bei Extremwerten
ohne Nebenbedingung Satz 8.16.1 und die Hessematrix benutzen.)

Anders sieht es aus, wenn wir nach globalen Extremwerten fragen. Hier gibt
es ein hinreichendes Kriterium fiir den Fall, dass die durch die Nebenbedingun-
gen gegebene Menge M beschrinkt ist — ein typischer Fall in Anwendungen.

Definition 8.18.1 Eine Menge M C R™ ist beschrdinkt wenn es einen r € R,
r > 0 gibt, so dass M in der Kugel mit Radius » um 0 enthalten ist, d.h.

Mc{zeR"|lz|<r}.

Die Menge M ist also beschrinkt, wenn sie in eine endlich grofie Kugel passt
oder, grob gesprochen, wenn sie ,,in keiner Richtung nach Unendlich l&uft*.

Der folgende grundlegende Satz sichert allgemein die Existenz globaler Ex-
trema.
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Satz 8.18.2 Ist M C R"™ beschrinkt und abgeschlossen (der Rand gehort also
zu M), und ist f : M — R eine stetige Funktion, dann hat f auf M ein globales
Minimum und ein globales Maximum. D.h. es gibt xg,x1 € M so dass gilt

fwo) < f(2) < f(x1) fiir alle x € M.

(Hinweis: Wie iiblich bedeutet hier ,ein“ globales Maximum bzw. Minimum,
dass es mindestens ein Maximum und Minimum gibt!)

Diese allgemeine Aussage konnen wir jetzt auf Extrema unter Nebenbedin-
gungen anwenden:

Satz 8.18.3 Sind die Funktionen f,g1,...,9m : G C R™ — R stetig und ist
die durch die Nebenbedingungen (8.18) definierte Menge

M={zeG|g@) =ci,...,gm(T) =cm}

beschrinkt, dann hat f auf M (also unter den Nebenbedingungen) ein globales
Mazimum und Minimum.

Beweis. M ist abgeschlossen (typischerweise ist hier 9M = M) und nach Vor-
aussetzung beschriinkt. Also gibt es nach Satz 8.18.2 Maximum und Minimum.
O

Da die globalen Extrema auch lokal sind, sind sie fiir beschrénktes M Losun-
gen von (8.20). Anders gesagt ist unter allen méglichen Extrema, die sich aus
(8.20) ergeben, der Punkt (oder die Punkte) mit dem grofiten Wert von f das
globale Maximum, der Punkt mit kleinstem Wert das globale Minimum.

Beispiel 8.18.4 Wir setzen Beispiel 8.17.3 fort. Fiir die Funktion f(z,y) =
2z — 2y + 1 unter der Nebenbedingung g(z,y) = 2% + y?> = 4 hatten wir als
mogliche Extrema (v/2, —v/2) und (—v/2,1/2) berechnet. Hier ist
M = {(xay) |£L’2+y2 :4}3

d.h. M ist der Kreis (Kreislinie) mit Radius 2. Also ist M beschrénkt, und damit
hat f auf M ein globales Maximum und Minimum. Es gilt

F(V2,~V2) =2v2 = 2(—V2) + 1 =4v2 + 1

F(—V2,V/2) = —2v2 - 2v2 + 1= —4V2 +1

- f(*ﬁa \/5) < f(\[a 7\6)

Also ist (v/2,—v/2) das (globale) Maximum von f unter der Nebenbedingung,
(—v/2,1/2) ist das (globale) Minimum.

8.19 Ableitung vektorwertiger Funktionen

Wir kommen nun zu vektorwertigen Funktionen. Sei f : G C R™ — R™ mit G
offen. Es ist also

fl(l‘) fl(ﬂl‘l, e ,xn)
y=fl@)=|  |= :

(@) F(@rs e )
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Die Funktion hat also m Komponenten fi,..., f;,, die alle wiederum von den
Variablen x4, ..., x, abhingen.
Die Funktion f ist partiall differenzierbar wenn alle partiellen Ableitungen
aller Komponenten a—l (i=1,...,m,j=1,...,n) existieren. Die Matrix
Ly
o of
D, () ... D, (x)
Jp(x) = : : € ™" (8.23)
Afm Ofm
2, () ... Dz, (x)

heifit Jacobimatriz von f. Hier ist die Anordnung wichtig: Die Komponenten
fi,-.., fm sind untereinander angeordnet, genau wie auch im Vektor der Funk-
tion f selbst. Die partiellen Ableitungen nach zy,...x, stehen hintereinander.
Die Matrix hat daher m Zeilen und n Spalten. Die Jacobimatrix kann man auch
wie folgt schreiben, was je nach Situation praktisch ist:

grad fi(z)T
n@= (.21)
grad fo, (z)T

die i. Zeile von Jy(x) ist der (transponierte) Gradient der i. Komponente f; von

f. Oder

0 0
Ji(z) = (axfl(m), cees &Tfn (x)) (8.25)
wobei of
oz, fi
e I B
To\g fn

In diesem Sinne stehen also in der Jacobimatrix nacheinander die partiellen
Ableitungen des Funktionsvektors f.

Beachte: Die Jacobimatrix ist auch fiir die extremen Falle m = 1 sowie n = 1
definiert:

o m = 1: f ist skalarwertig, J;(x) hat nur eine Zeile.

e n = 1: f hingt nur von einer Variablen ab, J¢(z) hat nur eine Spalte.

Beispiel 8.19.1 (a) Wir berechnen die Jacobimatrix der Funktion

1,2
ren) = (258

Wir leiten zunéchst den Funktionsvektor partiell nach z und y ab:

Of _ (2xcosy af _ (—a*siny
oxr AR oy 2y '
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Das sind genau die Spalten der Jacobimatrix, Jy¢(z,y) = ({va %), siehe

(8.25). Also
2

2xcosy —x“siny
) = (P )

(b) Die Funktion g(x,y,2) = = + y* + xz ist skalarwertig. Die Jacobimatrix
ist
dg J0g OJg
J, R4 = a0 a9 0 o =(1 72 ) .

Das ist natiirlich der transponierte Gradient gradg(z,y, z)T, vergleiche
(8.24).

Wir verallgemeinern jetzt das totale Differential (8.9) auf den vektorwertigen
Fall. Fiir eine stetig partiell differenzierbare Funktion f : G € R™ — R™ ist
mit den naheliegenden Abkiirzungen

dfy dxy
daf = : , dr = :
dfm dz,

das vektorwertige totale Differential gegeben durch
df = J¢(z)dx. (8.26)
Denn das totale Differential der i. Komponente von f ist nach (8.9)

of; of;
i = (grad (o). da) = S 4 vh 2

dx,, = grad fi(z)Tdz,

und dies ist genau die i. Komponente von Jy(z)dz, da grad fi(x)T die i. Zeile
der Jacobimatrix ist.

Schliellich betrachten wir noch die Kettenregel im allgemeinen vektorwer-
tigen Fall. Seien f: G C R™ - R™ und g : H C R™ — R? zwei Funktionen
so dass f(z) € H fiir x € G gilt. Der Funktionswert f(z) liegt also im Defi-
nitionsbereich H der Funktion g, und wir kénnen damit die Verkettung beider
Funktionen bilden:

gof:GCR"=RF,  (gof)(z)=yg(f(x))
Schreibt man dies in allen Komponenten aus, ist das
PCTRRT w fi@s, w0
9(f(z)) = g(u) = : mit u= [ : =

gp(ul,...,um) Um, fm($17~-~7xn)

Man beachte, dass die Anzahl der Komponenten von f (also f1,..., fi,) gleich
der Anzahl der Variablen von g ist (u1,...,uy), und man deshalb f(z) iiber-
haupt in g(u) einsetzen kann. In dieser Situation gilt jetzt folgende Kettenregel:

Satz 8.19.2 (allgemeine Kettenregel) Sind f und g differenzierbar, so ist
auch g o f differenzierbar und es gilt

Jgor(@) = Jg(f(2)) I ().
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Abbildung 8.12: Polarkoordinaten

Beweis. Wir zeigen hier nur die Formel der Kettenregel, nicht die Differenzier-
barkeit von g o f. Wir betrachten die totalen Differentiale von y = g(u) und
u= f(z):

dy = Jy(u)du, du = Jy(z)dx

woraus

dy = Jy(uw)Jy(z)dx
folgt. Andererseits ist das totale Differential von y = (g o f)(z)

dy = Jgos(z)dx.
Somit folgt Jyor(z) = Jg(u)Js(x) = J4(f(x))Jf (). O

Man beachte noch, dass J,(u) € RP*™ und Jy(x) € R™*". Die Matrizen passen
also so zusammen, dass man das Matrixprodukt J,(f(z))Js(«) bilden kann; das
Ergebnis ist dann in RP*", genau wie die Jacobimatrix Jyor der Verkettung.

Bemerkung: Die Kettenregel

Jgor (@) = Jo(f(2)) Iy ()

ist nicht nur die Verallgemeinerung der Kettenregel im eindimensionalen Fall,

(gof)(x) =g'(f(2)f'(x),

sie hat auch genau die gleiche Struktur: ,,duflere” mal ,,innere* Ableitung, wobei
in die duflere Ableitung wieder die innere Funktion einzusetzen ist. Aus der
gewoOhnlichen Ableitung wird hier im allgemeinen Fall jeweils die entsprechende
Jacobimatrix.

Durch die Schreibweise mit der Jacobimatrix wird die Kettenregel sehr kurz
und elegant. Man beachte, dass hier ein Matrixprodukt aus lauter partiellen
Ableitungen zu berechnen ist: das Produkt hat p - n Komponenten, von denen
jede eine Summe von m Produkten jeweils einer partiellen Ableitung von g mit
einer partiellen Ableitung von f ist!

8.20 Anwendung: Ableitung in Polarkoordina-
ten
In Polarkoordinaten wird ein Punkt (z,y) in der Ebene beschrieben durch seine

Entfernung r zum Ursprung (,Radius“) und den Winkel ¢ zwischen positiver
2-Achse und der Gerade vom Ursprung zum Punkt, sieche Abbildung 8.12. Der
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Zusammenhang zwischen kartesischen Koordinaten z,y und Polarkoordinaten
r, @ ist?
T =TCcosp
Yy =rsing
Diese Koordinatentransformation kann man folgendermaflen als eine vektorwer-
tige Funktion ® schreiben:

®:R®> - R?, (2) = ®(r, ) = (’" o8 ‘p> . (8.28)

7 sin ¢

(8.27)

Eine beliebige Funktion f : R? — R kann man sowohl in kartesischen als
auch in Polarkoordinaten darstellen. Zum Beispiel ist

flay) =a+a°+y°

in Polarkoordianten von der Form

fr,p) =rcosp+1?,
denn durch Einsetzen der Polarkoordinaten (8.27) ist
422 +y? =rcosp+ricos? o +risin®p

= rcos @ 4 12(cos® p + sin? ) = rcos ¢ + 2.
—_————
1

Zur Unterscheidung der beiden Funktionsterme, einmal kartesisch, einmal polar
dargestellt, haben wir hier die verschiedenen Bezeichnungen f beziehungsweise
f benutzt: f ist die Funktion in kartesischen Koordinaten, f die Funktion in
Polarkoordinaten. Es gilt dann allgemein der Zusammenhang

f(w,y) = f(reosp,rsing) = f(r,0).
Mit der Transformationsfunktion ® aus (8.28) kénnen wir das auch so schreiben:
f(r, ) = f(rcosp,rsing) = f(®(r, p)) = f o B(r, o), (8.29)

kurz f = f o ® (Verkettung von f mit ®!)

Wir kénnen nun partielle Ableitungen der Funktion f nach kartesischen Ko-
ordinaten 88 ' Dy berechnen, oder nach Polarkoordinaten 8‘1, 75 . Diese partiellen
Ableitungen konnen mithilfe der Kettenregel ineinander umgerechnet werden:
Aus (8.29) folgt mit der Kettenregel

Jp=JpJe.

Die Jacobimatrix von @ ist

__ [cosp —rsingp
J<I> (T7 SO) - <sin<p COS @ > ) (830)

und damit folgt

7. 57]; (lf  JTe = 5‘f af cosp —rsing
F=\or ap ] 717~ \ oz 9y ) \sinp rcosp )

2Polarkoordinaten werden ausfiihrlicher im Skript von Mathematik A erklért.
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Abbildung 8.13: Partielle Ableitung nach Polarkoordinaten

Durch Ausrechnen des Matrixproduktes ergibt das

of of . Of of . of of
= cos 2 4 sinp A 2y 9 31
oy = COSP5 smgpay , 95 rsin g rcosgoay (8.31)

Mit dieser Formel kann man also die partiellen Ableitungen %, % aus den
kartesischen partiellen Ableitungen %, a% berechnen.
Die partiellen Ableitungen nach den Polarkoordinaten entsprechen Rich-

tungsableitungen in die jeweilige Polarkoordinatenrichtung, vergleiche Abbil-
dung 8.13:

% = Richtungsableitung von f in Richtung r

r

of . . -

90 = Richtungsableitung von f in Richtung ¢
2

Denn nach der Definition der partielle Ableitung iiber den Differenzenquotient
beschreibt zum Beispiel % die Anderung der Funktionswerte bei einer Ande-
rung von r, d.h. in Richtung der Koordinate . Man kann aber auch (8.31) als
Richtungsableitungen umschreiben; so ist etwa

if_ of . of _ cosp\\ _ . _ [cosp
8T—cosgpax—i—smgoay—<gradf,(‘. >—(‘9va mit v, = ,

sin ¢ sin

also die Richtungsableitung von f in Richtung v,.. Und der Vektor v, zeigt im
Punkt mit den Polarkoordinaten 7, ¢ genau vom Ursprung weg, in r-Richtung.

Wir berechnen jetzt noch die Umkehrung von (8.31), also eine Formel um die
kartesischen partiellen Ableitungen aus den Ableitungen nach Polarkoordinaten
zu berechnen. Mit der Inversen der Jacobimatrix Jg ! gilt

Jp=Jpde = Jr=JpJg"

Aus der Formel fiir die Inverse einer 2 x 2-Matrix (siehe Mathe A),

fa b I R
A_<c d> = 4 _detA(—c a>
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und det Jg = 7 cos? ¢ + rsin? ¢ = r folgt

J*lzl rcosp rsing
2 r\—sing cosy )’

Damit ist o
J _(al ai)_(ai ﬁ) cosg  sing
F= 0z 0y’ ~ ‘or’ 0p’ \~1sing lcosg
und somit
of _ of 1 of af . af 1 af
5~ 5P, r81n<'0830 ) 8y—sm<par+rcos<pa@. (8.32)



Kapitel 9

Mehrdimensionale
Integration

In diesem Kapitel betrachten wir die mehrdimensionale Integration, also die
Integration von Funktionen mehrerer Variablen. Wirend bei eindimensionalen
(bestimmten) Integralen iiber ein eindimensionales Intervall integriert wird, wird
bei mehrdimensionalen Integralen iiber eine hoherdimensionale Menge (Bereich)
integriert, die im einfachen Fall ein Rechteck oder Quader ist, im Allgemeinen
aber verschiedene Formen haben kann. Die Berechnung der mehrdimensionalen
Integrale erfolgt letzlich durch wiederholte eindimensionale Integration, je nach
Form des Integrationsbereichs kénnen aber noch zusétzliche Schritte notig sein.

Hinweis: In den alten Mathematik A&B Skripten finden sie den Stoff dieses
Kapitels im Skript Mathematik B, Kapitel 7.

9.1 Zweidimensionale Integrale iiber Rechtecke

Wir erinnern zunéchst an die Definition des Integrals von einer Variablen: Die
Integration erfolgt iiber ein Intervall [a,b], das dazu in n Teilstiicke unterteilt
wird, mit den Teilungspunkten zg = a < 1 < 3 < --- < x, = b. Jedes einzelne
Teilstiick hat die Lange Ax;. Das Integral ist dann definiert als Grenzwert von
Riemann-Summen

b n

Ax;—0 j=1

Das Produkt f(z;)Az; entspricht (bei positiver Funnktion) dem Flicheninhalt
des Rechteckstreifens am Punkt x; von der a-Achse bis zur Funktion f(x), der
die Breite Az; und die Hohe f(x;) hat, sieche Abbildung 9.1. Im Grenzwert n —
oo wird die Anzahl n der Unterteilungen immer weiter erhoht wobei gleichzeitig
die Streifenbreite Az; gegen Null geht.

Wir wollen nun diese Konstruktion auf eine Funktion von zwei Variablen
f(z,y) iibertragen. Wir wollen die Integration fiir z {iber das Intervall [a, ], fiir
y iiber das Intervall [¢, d] ausfithren, das heifit insgesamt iiber den Bereich

Q={(wy)la<z<be<y<d}

197
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4 AF;
gl Q
/
Ay;i{ |
-+ .
Y1+ —— (i, 95)
C —
—t—t—t—t—+—+ x
a Ty T2 b
Al‘i

Abbildung 9.2: Unterteilung des Rechtecks Q

also ein Rechteck, siehe Abbildung 9.2. Wir kénnen @ dquivalent (und etwas
kiirzer) als kartesisches Produkt

Q = [a,b] X [¢,d]

schreiben (vergleiche Mathematik A). Das ist nichts anderes als die Menge aller
Punkte (z,y) mit « € [a,b] und y € [¢,d]. Fiir die zu integrierende Funktion f
nehmen wir an, dass sie (mindestens) auf @) definiert und dort stetig ist,

f:QCR?® >R stetig.

Analog zum eindimensionalen Fall zerlegen wir jetzt den Integrationsbereich
@ in Teilstiicke. Dazu unterteilen wir die Intervalle [a, b] und [c, d] durch

a=x0 <21 <...<Tp=b c=yo<y<...<yp,=d
und betrachten dann die entstehenden Flachenstiicke

Das ist in Abbildung 9.2 dargestellt. Wir bilde dann die Riemannsche Summe

n

> flaiy)AF; (9.1)

ij=1

wobei das Flachenstiick AF;; im Punkt (z;,y;) mit dem Funktionswert in die-
sem Punkt multipliziert und dann iiber alle Teilflichen summiert wird. Der
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Abbildung 9.3: Zur Interpretation des Integrals als Volumen

Grenzwert n — oo, Ax;, Ay; — 0 ergibt dann das Integral:

[ fawar= lm > fan)ar, 92
Q Az, Ay;—04 =1

Man bezeichnet fQ f(z,y)dF als das Integral von f dber Q. Da die Menge @,
iiber die integriert wird, eine Fldche ist, nennt man das Integral auch Fldchen-
integral. In der Schreibweise wird das durch ,,dF'“ angedeutet.

Fiir eine positive Funktion einer Variablen f(z) > 0 ergibt das Integral
den Flécheninhalt zwischen dem Intervall [a,b] und der Funktion, siehe Abbil-
dung 9.1. Fiir eine positive Funktion von zwei Variablen f(z,y) > 0 hat das Inte-
gral ebenfalls eine geometrische Interpretation: In diesem Fall ist f(x;,y;)AF;;
das Volumen des Quaders iiber der Rechteckfliche AF;; im Punkt (x;,y;) mit
Héhe z = f(x;,y;), vergleiche Abbildung 9.3. Die Riemannsche Summe (9.1)
approximiert damit das Volumen iiber der Grundflache (), das nach oben durch
die Funktion z = f(x,y) begrenzt wird. Je gréfler n, d.h. je feiner die Unter-
teilung von @), desto genauer die Approximation. Im Grenzwert n — oo ergibt
sich daher fiir das Integral:

flz,y) >0 = / f(z,y)dF = Volumen des Korpers iiber @, der nach
Q oben durch z = f(x,y) begrenzt wird.

Die Berechnung eines Integrals iiber ein Rechteck @) geschieht mit dem Satz
von Fubini als Doppelintegral:

Satz 9.1.1 (Fubini) Fir Q = [a,b] X [¢,d] und f: Q — R stetig gilt

/Qf<a:7y>dF=/Cd/abﬂx,y)da:dy=/:/Cdf<x,y>dydx.

Speziell ist also in diesem Fall die Integrationsreihenfolge vertauschbar.

Beweis. Wir benutzen die Definition des Integrals in (9.2) und schreiben die
Doppelsumme explizit als zwei einzelne Summen: und fithren nacheinander erst
den Grenziibergang Az; — 0 und dann Ay; — 0 durch

n

| s ar = NS D RCRREE
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Die innere Summe ist eine Riemannsche Summe fiir die Funktion f(x,y;) mit
konstantem y = y;. Im Grenzwert Az; — 0 ergibt sich daraus das Integral iiber
:I:?

n b
lim > fais) A0 = [ o) da.
i=1 a

Awi —0

Also gilt

JRICROEEENE I ) DY CHATEN

AriAY; j=1i=1
noob
= lim / z,y;) drAy;.
Ayﬁo; | fyy) dedy;

Das ist noch eine Riemannsche Summe beziiglich der Variablen y und damit
folgt dann

n b d b
/. o) dP = i, 3 | ey assy = [ [ @y ay

Durch Vertauschen der Summen iiber ¢ und j erhélt man genau so die Formel
mit vertauschter Integrationsreihenfolge:

Ax;,Ay;—0
i AYj i=1 j—1

n d b d
= > [ spyari= [ [ st v

/Qf(a:,y) dF = lim ZZf(xi,yj)ijAxi

O

Beachte: Das Doppelintegral im Satz von Fubini ist mit einer impliziten Klam-
merung zu verstehen, z.B.:

/ab/cdﬂx,y)dydx:/ab </Cdf(x,y)dy> dz

Das bedeutet, dass die inneren Integrationsgrenzen auch zur inneren Integrati-
onsvariablen passen miissen. Hier ist die innere Integration nach y (weil dy links
von dx steht), und damit sind auch die inneren Grenzen die von y, also von ¢
bis d. Entsprechend ist die duflere Integration nach z mit den Grenzen a bis b.
Beim Vertauschen der Integrationen vertauscht sich damit dx mit dy und auch
die Grenzen a, b mit ¢, d.

Beispiel 9.1.2 Wir integrieren f(z,y) = xy? iiber das Rechteck

Q =10,1] x [0,2]
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(dh. z €[0,1], y € [0,2)).

2 1 2 1 r=1
/xyZdF:/ / myzdwdy:/ {nyQ] dy
Q 0 Jo o L2 v=0
1

,y2_0
2

2 2
1, [1 3] 8 4
= -y dy = |-y =— 0= —
/0 2 6° |, 6 3
Hier haben wir also zuerst (innen) nach « und dann nach y integriert. Genauso
kann man anders herum integrieren, d.h. innen nach y und auflen nach x:

1 2 11y 2 1g
/wy2 dF:/ nydydas:/ [my?’} dx:/ —xdr
Q o Jo o L3 y=0 0o 3
1

4
4] e
5,

Nach dem Satz von Fubini ist das Ergebnis natiirlich das gleiche.

9.2 Integrale iiber h6herdimensionale Quader

Die Definition des Integrals vom letzten Abschnitt kann man ohne Problem auf
hohere Dimensionen, also fiir Funktionen von drei oder mehr Variablen verallge-
meinern. Nur die graphische Veranschaulichung wird dann natiirlich schwierig.

Wir betrachten den dreidimensionalen Fall ausfiihrlich: Wir haben eine von
drei Variabeln abhéngige Funktion f(z,y, z). Der Integrationsbereich @ ist wie-
der eine Menge, in der jede einzelne der Variablen x, y, z in einem Intervall 1auft;
das ergibt einen dreidimensionalen Quader:

Q={(z,y,2) a1 <o <by, a0 <y < by, a3 < z< b}
= [a1,b1] X [ag, ba] X [a3, b3]
Die zweite Schreibweise fiir () ist wieder die eines kartesischen Produkts: Ein
Punkt (z,y, z) gehort zu @ genau dann wenn x € [a1, b1, y € [ag, b2], z € [as, b3].
Fiir die Integration gehen wir wieder von einer stetigen Funktion f: Q@ — R

aus. Analog zum zweidimensionalen Fall im letzten Absschnitt zerlegen wir @
in Volumenstiicke AVj;y: jedes der drei Intervalle wird unterteilt,

a1=x0<x1<-~-<xn=b1,

az =yo <Y1 < - < Yp = by,

a3:zO<z1<~~<zn:b3,
so dass sich die Volumenstiicke

AV;‘jk = AmZAy]Azk

an den Punkten (z;,y;, z;) ergeben, sieche Abbildung 9.4. Das Integral kann nun
wieder als Grenzwert Riemannscher Summen definiert werden:

[ fewaav = twm S S a)av
Q A

Vijk—=04 5 k=1
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bs — l (- AVij = Ari Ay Azy
I 7
/F 7777777 - N b2
z as 7/ ’ / — a2
i Y aq by
X

Abbildung 9.4: Unterteilung eines Quaders @

Man nennt das Integral auch Volumenintegral, da iiber den dreidimensionalen
Korper (Volumen) @ integriert wird. Eine andere Schreibweise fiir das Integral
ist

/ F(@,2) (2, v, 2).
Q

Hierbei wird explizit gemacht, dass nach den Variablen x,y, z integriert wird.
Entsprechend definiert man Integrale nach n Variablen: Fiir den n-dimensionale
Quader
Q={(x1,...,zn) a1 <1 <by,...,anp <z, <b,}

und die stetige Funktion f: @ C R™ — R hat man das Integral
/ flay, o xn)d(zy, .. x)
Q

was man mit der schon bekannten Abkiirzung © = (z1,...,z,) auch kurz als
Jo /() dz schreiben kann.
Zur Berechnung der Integrale kann man wieder die Formel von Fubini be-

nutzen: /Qf(x)de/Qin/aI:l f(we,... xp)dey .. dxy (9.3)

Genau wie in Satz 9.1.1 ist die Integrationsreihenfolge vertauschbar, und die
inneren Integrationsgrenzen (hier a1,b;) gehdren zur inneren Integrationsvaria-
blen (hier dz1), und so weiter von innen nach auflen.

9.3 Integration iiber allgemeine Mengen

Nicht immer ist die Menge, iiber die man eine Funktion mehrerer Variablen
integrieren will, ein Rechteck oder Quader. Z.B. koénnte es ein Kreis oder drei-
dimensional eine Kugel sein, oder allgemeiner irgendein krummlinig begrenzter
Bereich. Auch fiir diesen Fall definieren wir jetzt das Integral.

Sei f : B ¢ R?2 = R stetig und die Menge B abgeschlossen und be-
schrankt. Wir wollen f iiber B integrieren und approximieren dazu B durch
Rechteckstiicke AF;, siehe Abbildung 9.5. Dabei betrachten wir nur die Recht-
eckstiicke, die ganz in B liegen (in der Abbildung gefiillt dargestellt). In jedem
solchen AF; wihlen wir einen Punkt (x;,y;). Das Integral ist dann wieder defi-
niert als Grenzwert der Riemannschen Summen,

/B fle,y)dF = Jim > f(a,y:)AF;. (9.4)

n— o0
AF;—0 j=1
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Abbildung 9.5: Unterteilung eines beliebigen Bereichs

Da die Summe nur iiber die AF; geht, die ganz in B liegen, wird natiirlich
die Flidche B nicht ganz ausgeschopft. Dieser Fehler am Rand von B wird aber
kleiner bei einer feineren Unterteilung, d.h. bei mehr und kleineren Rechtecken
AF;. Im Grenzwert n — oo, AF; — 0 verschwindet der Fehler dann ganz, falls
der Rand von B hinreichend , reguléar® ist. Das Integral — d.h. der Grenzwert in
(9.4) — existiert dann.

Analog werden n-dimensionale Integrale iiber Bereiche B C IR™ definiert.

Bemerkung: Bereiche B mit ,,schlechtem Rand“, fiir die der Fehler nicht
verschwindet, sind z.B. Fraktale. Man kann das Integral dann nicht wie hier als
Riemann-Integral, d.h. iiber Riemannsche Summen definieren.

9.4 Eigenschaften des Integrals

Wir stellen hier ein paar allgemeine Eigenschaften des Integrals zusammen. Ei-
nige davon sind schon von eindimensionalen Integralen aus Mathematik A be-
kannt.

Sei BC R™ und f,g: B — R stetig.

(a) Das Integral ist linear, d.h. es gilt
[ @r@+sg@ndz=a [ f@dors [ gw)ds,  aseRr ©5)
B B B
(b) Das Integral ist monoton:
f@ <o) = [ f@yde< [ g (9

(c) Das Integral ist additiv: Wird B zerlegt in Teilmengen B; und Bs, also
B = By U By wobei sich By und Bs nicht iiberschneiden,

/ f(z)dx = f(z)dx + f(z)dx. (9.7)
B By By

so gilt
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Z:f(xvy)

> T

Abbildung 9.6: Kérper mit Grundfliche B, nach oben durch z = f(x,y) begrenzt

(d) Fiir eine Fliche (2-dimensionale Menge) B C R? gilt:
F = / 1dF Flédcheninhalt von B (9.8)
B

flz,y) >0 = V :/ f(z,y)dF Volumen des Korper mit
B Grundfliche B, der nach oben
durch z = f(z,y) begrenzt ist.

(9.9)

(e) Fiir einen 3-dimensionalen Kérper B C R? ist

V= / 1dV = Volumen des Korpers B. (9.10)
B

Integriert man die konstante Funktion 1, so erhélt man also bei einer Fliache
als Integrationsbereich B ihren Flicheninhalt (9.8), bei einem 3-dimensionalen
Korper sein Volumen (9.10).

9.5 Integration iiber Normalbereiche

Wir haben in Abschnitt 9.3 das Integral zwar fiir beliebig geformte Mengen B
definiert, konkret berechnen kénnen wir es bis jetzt aber nur fiir Rechtecke oder
hsherdimensionale Quader (Satz von Fubini 9.1.1 und (9.3)). Fiir die Integration
iiber allgemeiner geformte Mengen werden wir im folgenden zwei Moglichkeiten
kennenlernen. Die erste sind Normalbereiche.

Seien g1, g2 : [a,b] — R stetig, so dass g1(z) < g2(z). Die Menge

B={(x,y)|a <z <b giz) <y< gale)) (9.11)

heifit Normalbereich in y-Richtung. Die Menge enthélt also alle Punkte, mit
z-Koordinate zwischen a und b, und y-Koordinate zwischen ¢;(z) und ga(x)
(abhéingig von z). Der Normalbereich B ist damit nach links und rechts durch
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y y
y = g2(1) d7 5 ]
IRy B
{ A 2= hr(y) /7= ha(y)
iy —
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a b z

Abbildung 9.8: Zur Integration iiber Normalbereiche

z = a und x = b begrenzt, nach unten und oben durch die beiden Funktionen
y = g1(z) und y = ga(x), sieche Abbildung 9.7 links.

Die Berechnung eines Integrals iiber den Normalbereich B geschieht wie
beim Satz von Fubini als Doppelintegral:

b rg2(z)
/ f(z,y) dF:/ / f(z,y) dy dx. (9.12)
B a Jgi(x)

Anschaulich wird hier im inneren Integral entlang einer Gerade mit festem z-
Wert aus [a,b] von y = ¢g1(x) bis y = ga(x) integriert, siche Abbildung 9.8.
Danach wird im &dufleren Integral dann von z = a bis b integriert, d.h. die
Gerade wird sozusagen von x = a bis x = b verschoben, so dass von links nach
rechts der komplette Bereich B ausgeschopft wird.

Beachte: Bei der Integration iiber Normalbereiche ist die Reihenfolge der Inte-
gration nicht beliebig: in (9.12) muss die abhéngige Grenze g1(x), go2(x) immer
innen stehen! D.h. hier muss beim inneren Integral nach y integriert werden,
und beim &dufleren dann nach z.

Durch Vertauschen der Rollen von = und y in der Definition von B in (9.11)
erhélt man Normalbereiche, die nach links und rechts durch Funktionen begrenzt
sind: Fiir stetige Funktionen hy, hs : [¢,d] — R heifit die Menge

B={(z,y)|c<y<d, h(y) <z <ho(y)} (9.13)

Normalbereich in x-Richtung, siche Abbildung 9.7 rechts. Das Integral {iber
solch eine Menge B ist dann entsprechend

/Bf(x,y)dF:/Cd/th(y)f(x,y)dacdy. (9.14)

1(y)
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/@n = g2(wi)
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Abbildung 9.9: Unterteilung eines Normalbereichs

Da jetzt die abhingigen Grenzen x = hq(y), * = ha(y) sind, muss hier innen
nach x und auflen nach y integriert werden.

Beweis zur Integration iiber Normalbereiche. Wir zeigen Formel (9.12)
zur Integration iiber einen Normalbereich in y-Richtung. Der Beweis von (9.14)
fiir Normalbereiche in z-Richtung verlduft analog.

Wir wollen das Integral iiber den Normalbereich
B={(z,y)|la<z<b gi(z) <y < g2(2)}
berechnen und zerlegen dazu B an den Stellen
a=zrg<a1 <9< ...<xTp=">

in vertikale Streifen der Breite Axz; = x; — x;_1. Das ist in Abbildung 9.9 links
skizziert. Jeder Streifen wird dann weiter an den Punkten

91(xi) = Yio < Yi1 < ... < Yin = g2(x;)

in Rechteckstiicke der Hohe Ay;; = yi; — yi,j—1 zerlegt, dargestellt in Abbil-
dung 9.9 rechts. Wir erhaten so eine Unterteilung des gesamten Bereichs B in
kleine Rechtecke, dhnlich wie in Abbildung 9.5 bei einer allgemeinen Fléiche dar-
gestellt. Genau wie dort machen wir hier am Rand von B einen Fehler, da wir
oben und unten mit Rechtecken statt den Kurven y = g1 (), g2(x) arbeiten. Da
die Randfunktionen ¢, g2 stetig sind, kann man aber zeigen, dass der Fehler fiir
Ax; — 0 gegen Null geht. Der Rand ist somit im Sinne von 9.3 reguldr und das
Integral existiert.

Wir berechnen nun das Integral mit der allgemeinen Definition (9.4): Die
Fléche eines einzelnen Rechteckstiicks im Punkt (z;,y;;) ist
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Abbildung 9.10: Die Menge B aus Beispiel 9.5.1

Damit folgt, analog zum Beweis vom Satz 9.1.1 von Fubini,

/Bf(xay> dF = lim Y f(wnyi) Ay Az

AIiHO, Ay”HO =1 j:l

n g2(zi) b rg2(w)
= lim Z/ f(xi,y)dyAxiz/ / f(z,y) dy du.
g a g

Anxjgo() i=1 1(xi) 1(x)
Hier ist die innere Summe eine Riemannsche Summe iiber y von y;0 = ¢1(x;)
bis i, = g2(x;) (bei konstantem x;), so dass

n g2(z4)
Tim > f(@i,yi5) Ayig :/g f(@i,y) dy.

Ayi;—0 =1 (i)

Der Rest ist dann eine Riemannsche Summe von fggf(%) f(z,y) dy iiber die Va-

riable z, was zum &ufleren Integral fiihrt. O

Beispiel 9.5.1 Wir betrachten die Menge
B={(z,9)|0<y<1,y* <z <y+1}

und wollen das Integral von f(x,y) =1 — z iiber B berechnen.

Die Menge B ist ein Normalbereich in z-Richtung mit den Randfunktionen
x = hi(y) = y?> und z = ha(y) = y + 1. Wir skizzieren zunichst B, siche
Abbildung 9.10: y lduft von 0 bis 1. Fiir jeden festen Wert von y lduft dann
x von z = hy(y) = y* bis * = ha(y) = y + 1. Um diese Randfunktionen zu
zeichnen, 16sen wir sie nach y auf:

r=1y° & y=r (++v/z denn y > 0 in B!)
r=y+1 & y=x-1

(Alternativ kann man beide Funktionen auch in der urspriinglichen Form mit y
als unabhéngiger Variablen zeichnen, wobei dann also die unabhéngige Variable
auf der Hochachse lduft, die abhiingige dagegen auf der horizontalen Achse.)
Fiir jeden Wert von y erhélt man so eine horizontale Gerade, auf der sich ein
Punkt (z,y) € B befinden kann: y? < 2 < y + 1 bedeutet, dass 2 vom kleinsten
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y=—r? — 12

Abbildung 9.11: Ein Kreis als Normalbereich (Beispiel 9.5.2)

moglichen Wert x = 3? links bis zum gréiten moglichen Wert o = y + 1 rechts
lduft. Die Hohe y der Geraden lduft dabei von y = 0 bis y = 1, entsprechend
der Ungleichung 0 <y <1 in B.

Jetzt berechnen wir noch das Integral von f(z,y) =1 — a:

1 py+l 1 1 vt
/(1fx)dF:/ / (1f:v)dxdy:/ [:cxﬂ dy
B 0 y2 0 2 r=y2
! 1 2 o L4
= y+l-gly+1)"—{y —5y ) |dy
0
1
1 1 1
_ 122 =224 d
/0 <y+ 2y Y B Y +2y> Y

1

1, 3, 1
= Yt —syi+ o )d
/0<2y 2y+2>y

_[1 11]11111

.5 - 4 - — _
L B T R T R T

10 2 2

Im letzten Beispiel war die Menge B, iiber die integriert werden soll, schon

als Normalbereich — also in der Form (9.11) oder (9.13) — gegeben. Oft ist

das aber nicht der Fall, und man muss die Menge B erst auf die Form eines

Normalbereichs bringen, damit man dann z.B. ein Integral berechnen kann. Das
machen wir im néchsten Beispiel:

Beispiel 9.5.2 Sei B die Kreisscheibe mit Radius r und Mittelpunkt in (0, 0).
Also

B = {(x,y) ’a:Q—l—yQ < 7"2}.
Wir wollen B als Normalbereich in y-Richtung schreiben, also in der Form (9.11).
Zuerst bestimmen wir den maximalen und minimalen Wert von x, der in der
Menge B vorkommt. Der Punkt mit dem gréfiten z-Wert ist der rechte Rand-
punkt des Kreises auf der z-Achse; da r der Radius ist, ist das der Punkt (r,0).
Den kleinsten z-Wert haben wir am linken Rand im Punkt (—r,0). Fiir die
x-Werte in B bekommen wir also das Intervall

—r<z<r.
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Abbildung 9.12: Die Menge B aus Beispiel 9.5.3

Fiir jeden Wert von z in diesem Intervall bestimmen wir nun die y-Werte, die
ein Punkt aus B fiir diesen festen x-Wert annehmen kann. Graphisch bedeutet
das: wir betrachten die Gerade parallel zur y-Achse mit diesem konstanten x-
Wert und bestimmen die y-Koordinate aller Punkte auf der Gerade, die im Kreis
liegen, vergleiche Abbildung 9.11. Das sind alle Punkte zwischen den Schnitt-
punkten der Gerade mit dem oberen und unteren Kreisrand. Wir brauchen also
die y-Koordinate dieser beiden Schnittpunkte. Der Rand des Kreises ist durch
die Gleichung 2% + 32 = r? gegeben. Die y-Koordinate eines Punktes auf dem
Rand zu gegebenem =z ist damit

2

2+y¥=r &S y==xvVr2 -2,

am oberen Rand ist y = vr2 — 22, am unteren Rand y = —v/r2 —22. Alle
Punkte dazwischen liegen in B, so dass fiir diese Punkte also gilt

—‘/T2—x2§y§*/7‘2—1’2.

Damit ist die gesuchte Form des Kreises B als Normalbereich in y-Richtung
B = {(m,y)‘—rgxgr, —Vr2—r2<y< \/TQ—QTQ}.

Insbesondere sind also die Funktionen g1, gs aus (9.11), die die Menge nach
unten und oben begrenzen,

gi(@)=—Vr? =22, ga(x) = Vr? — a2,

Mit der Darstellung als Normalbereich kénnen wir jetzt Funktionen f(z,y) iiber
den Kreis B integrieren:

/Bf<x7y)dF:/_Z/_;\/Zf(%y)dydx.

Eine andere Moglichkeit zur Integration tiber Kreise hat man mit der Transfor-
mation auf Polarkoordinaten; wir schauen uns das in Abschnitt 9.10 an.

Beispiel 9.5.3 Sei B die Fliche im 1. Quadranten (d.h. mit > 0 und y > 0),
die begrenzt wird von den Kurven

y=xz, zy=1 und y=2. (9.15)
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Gesucht ist B als Normalbereich. Wir skizzieren zunéichst die Menge, sieche Ab-
bildung 9.12. Der Rand von B ist durch die drei Kurven (9.15) gegeben, die wir
also zuerst zeichnen. Dabei ist

1
zy=1 & y=_-

Wir sehen, dass B in z-Richtung betrachtet eine linke und eine rechte Rand-
funktion hat, ndmlich y = % und y = z. Bei Betrachtung in y-Richtung gibt
es aber zwei untere Randfunktionen (wieder y = % und y = z). Hier ist es
daher sinnvoll, B als Normalbereich in z-Richtung zu betrachten.! Wir suchen
also eine Darstellung von B in der Form (9.13). Aus der Skizze lesen wir als
maximales y-Intervall

1<y<2

ab. Den Schnittpunkt (1,1) der Kurven a2y = 1 und y = x erhélt man dabei
durch

ry=1ANy=2 = 2°=1= z=1(dennz>0!) = y=1

Fiir ein festes y zwischen 1 und 2 liegt der z-Wert eines Punktes in B dann
zwischen der linken Randkurve

und der rechten
y=x < T=1.

Fiir x erhalten wir damit das Intervall

1
- <z <y
Y
Also hat B als Normalbereich in z-Richtung die Gestalt
1
Bz{@wwléyﬁléxéy}
Yy

Aus diesem Ergebnis kénnen wir jetzt (z.B.) den Flicheninhalt F' von B be-
rechnen (siche (9.8)):

2 ry 2 —y 2 1
F:/ldF:// 1dxdy:/ 2 dy:/ (y—)dy
B 1 1y 1 []z—l/y 1 Y

2

1, 1 3

= [Zy —1In y] - 2 —1In(2) — (2 - ln(l)) =5~ In(2)

9.6 Vertauschen der Integrationsreihenfolge bei
Normalbereichen

Nach dem Satz von Fubini ist die Integrationsreihenfolge bei Integration iiber

Rechtecke oder Quader vertauschbar. Auch bei der Integration iiber Normalbe-
reiche kann man die Reihenfolge der Integration vertauschen, allerdings dndern

1Bei Darstellung als Normalbereich in y-Richtung wiirde man B zuerst in zwei Teilmengen
zerlegen; ein Beispiel dafiir gibt es im néchsten Abschnitt.
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Abbildung 9.13: Vertauschen der Integrationsgrenzen, Beispiel 9.6.1(a)

sich dann die Integrationsgrenzen. Allgemein gilt

g2(x) ha(y)
// xydydx—// f(z,y) dz dy.
h(y)

Ist das Integral links gegeben (Normalbereich in y-Richtung), so miissen beim
Vertauschen die neuen Grenzen ¢, d, hy(y), ha(y) fiir das Integral rechts berech-
net werden. Startet man rechts (Normalbereich in z-Richtung), so muss man
die Grenzen a,b, g1 (), g2(x) bestimmen. Andersgesagt wird also ein Normal-
bereich in y-Richtung in einen Normalbereich in z-Richtung umgerechnet und
andersrum. Damit kann es passieren, dass der Integrationsbereich B in mehrere
Teilmengen zerlegt werden muss.

Beispiel 9.6.1 (a) Gegeben ist das Doppelintegral

/ flx,y) dzdy.

2Y

Es soll die Reihenfolge der Integration vertauscht werden. Dazu schreiben
wir das Doppelintegral zuerst als Flédchenintegral iiber den entsprechenden

Normalbereich:
/ fxydwdy*/fry
1
2Y

1
B={(w,y)‘2<y<6,2y<x<3}, (9.16)

wobei

das ist also ein Normalbereich in z-Richtung. Wir miissen nun B als Nor-
malbereich in y-Richtung schreiben, also in der Form (9.11). Um die neuen
Intervallgrenzen fiir x und y zu bestimmen, skizzieren wir B, siche Ab-
bildung 9.13: Die Formel (9.16) sagt uns, dass y von 2 bis 6 lduft und z,
fiir jeden festen Wert von y, von z = 1y (linke Grenze) bis z = 3 (rechte
Grenze). Die linke Grenze ist #quivalent zu

1
x:§y &y = 2.
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Abbildung 9.14: Vertauschen der Integrationsgrenzen, Beispiel 9.6.1(b)

Fiir B erhalten wir damit das skizzierte Dreieck. Um jetzt B als Normalbe-

reich beziiglich y darzustellen, brauchen wir das maximale z-Intervall. Die

z-Koordinate der linken unteren Ecke des Dreiecks ist x = %y =1.2=1

2
Damit ist das xz-Intervall
1<x<3.

Fiir festen x-Wert lduft y von y = 2 (untere Grenze) bis y = 2z (obere
Grenze), also
2 <y <2z

Damit ist die Darstellung von B als Normalbereich in y-Richtung
B={(z,y)|1<x<3,2<y<2z}.

Damit kénnen wir jetzt die Reihenfolge der Integration vertauschen:

/26 1Zf(x,y)d;vdy=/Bf(x,y)dF:/13/22If(x7y)dyd$.

In folgendem Beispiel muss die Menge B zum Vertauschen der Integration
zerlegt werden. Gegeben ist

/f/owf(x,y)dydx

und die Integrationsreihenfolge soll getauscht werden. Das Integral ist

/f(x,y)dF mit B={(z,y)|1<z<2,0<y<z}.
B

Die Menge B ist ein Normalbereich in y-Richtung, mit oberer Randfunk-
tion y = x, skizziert in Abbildung 9.14. Wenn wir B als Normalbereich in
z-Richtung betrachten, sehen wir, dass der linke Rand aus zwei Funktio-
nen besteht, x = 1 im Bereich 0 <y < 1 sowie y = z fiir 1 <y < 2. Wir
zerlegen daher B in zwei Teile,

B = B, UBs,

einen Teil fiir jedes der y-Intervalle. By ist einfach ein Rechteck (sogar ein
Quadrat)

By ={(z,y)[1<2<2,0<y<1}=[1,2]x[0,1],
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hier kénnen wir also die Integrationsreihenfolge mit Fubini (Satz 9.1.1)
direkt vertauschen. Die Teilmenge By konnen wir als Normalbereich in z-
Richtung schreiben mit linkem Rand y = ¢ < x = y und rechtem Rand
r=2,dh y<z<2 also

By ={(z,y)|1<y<2,y<z<2}.

Wegen (9.7) (Additivitdt des Integrals) ist das Integral iiber B die Summe
der beiden Integrale iiber B; und By und wir erhalten damit

/j/oxf(%y)dyd:c:/Bf(x,y)dF

= [ flz,y)dF + | f(z,y)dF

B, B2
:/01/12f(x,y)dxdy+/12/;f(x,y)dxdy

9.7 Dreidimensionale Normalbereiche

Die Definition von Normalbereichen ldsst sich leicht auf drei Dimensionen ver-
allgemeinern. Fiir stetige Funktionen g; (), g2(x), h1(z,y), ho(z,y) ist

B = {(x7y7z) |a <z < bv gl(x) <y< 92(37)7 hl(x7y) <z< h2($’y)} (917)

ein Normalbereich. B ist in 2-Richtung durch die Funktionen z = hy(z,y) und
z = ho(z,y) begrenzt. Die moglichen Werte von z und y liegen dabei in einer
,»Grundfliche®, die durch a < z <bund g1(z) <y < ga(z) gegeben ist (also ein
zweidimensionaler Normalbereich). Integration iiber B erfolgt in naheliegender
Weise durch ein Dreifachintegral:

b ga2(z) ha(z,y)
/ f(y,2)dV = / / / f(,y, 2) dz dy da.
B a Jgi(z) Jhi(z,y)

Wie bei zwei Dimensionen sind Normalbereiche mit anderer Reihenfolge von
x,y, 2z (und entsprechend anderen Funktionen) méglich, etwa

B={(2,y,2)|a <2 <0b,91(2) Sy < g2(2), ha(y,2) <@ < haly,2)}
Beispiel 9.7.1 Wir betrachten die Kugel mit Radius 1 um den Nullpunkt
B={(z,y,2) e R*|2a* +y* +2* < 1}.

Gesucht ist die Darstellung von B als Normalbereich. Um eine Form wie in
(9.17) zu bekommen, suchen wir (in z-Richtung) obere und untere Randfunk-
tionen z = hq(x,y) und z = ha(x,y) sowie eine entsprechende Grundfliche. Fiir
die Kugel suchen wir also Gleichungen fiir den oberen und unteren Kugelrand
(d.h. die Kugeloberfléiche). Der Kugelrand sind alle Punkte mit Abstand 1 zum
Mittelpunkt, also

2?4+ +22 =1
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Abbildung 9.15: Kugel als Normalbereich (Beispiel 9.7.1)

Auflosen nach z gibt die gesuchten Randfunktionen:
P+ +22=1 o 22=1-22—1?
DN e
= My =-v1i-2?-y? hzy) =vV1-2?—y

hi(z,y) \/1 — x2 — y? beschreibt den unteren Kugelrand (weil negativ),
ho(z,y) = +/1 2 den oberen Rand, siche Abbildung 9.15. Fiir die Punk-
te in der Kugel gilt damit

—V1—22 —y?2 <2< 1—a%—9y2

Es fehlt jetzt noch die Grundfliiche, also der maximal mo6gliche Bereich, in dem
die (z,y)-Koordinaten eines Punktes in der Kugel liegen kénnen. Geometrisch
kann man dazu entlang der z-Achse von oben auf die Kugel blicken. Man sieht
dann auf die x,y-Ebene, und die Punkte der Kugel bilden von oben gesehen
genau den Kreis mit Radius 1 um den Nullpunkt. (z,y) ist also ein Punkt
im Kreis in der z,y-Ebene. Den Kreis haben wir schon in Beispiel 9.5.2 als
Normalbereich dargestellt; hier ist der Radius = 1 und wir erhalten daher

—1<2z<], V1—-22<y<v1—2a2

als maximalen Bereich fiir die x, y-Koordinaten. Insgesamt wird damit die Kugel
als Normalbereich beschrieben durch

B ( ) —-1<z<1, —V1-22<y<V1-—122
= T,Y,z .
—Vl-2?—y? <z <V1-a?—y?

Fiir das Integral iiber die Kugel bekommen wir entsprechend

Vi—z2 1— zzfy
/fxy, )dF = / / / flz,y,2)dzdy dx.
Vi—zZ 1— $27y

Eine andere Moglichkeit zur Integration iiber die Kugel (oder Teile davon) wer-
den wir spéter durch Transformation auf Kugelkoordinaten (Abschnitt 9.13)
bekommen.
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9.8 Eine Anwendung des Integrals: Dichten

Was ist die Bedeutung oder Interpretation des Integrals? Das héngt stark vom
Anwendungszusammenhang ab. Oder anders gesagt: Mit Integralen kann man
viele verschiedene Sachen ausrechnen.

Eine mogliche Interpretation des Werts von Integralen sind natiirlich Flachen
und Volumina, siehe die Formeln in Abschnitt 9.4. In vielen Féllen hat das
Ergebnis einer Integralberechnung aber nicht die Bedeutung einer Fliache oder
eines Volumens. Z.B. dann, wenn die Funktion die integriert wird eine Dichte
ist. Wir erldutern das zunédchst an der Massendichte:

Wir betrachten den Kérper B C R2. Der Kérper habe die Masse M und
das Volumen V. Ist der Képer B homogen (also in jedem Punkt aus dem glei-
chen Material mit den gleichen Eigenschaften aufgebaut), so hat B die Dichte
(genauer: Massendichte)

QZV

(Masse pro Volumeneinheit). Die Dichte ist eine Eigenschaft des Materials, und
wenn der Korper homogen ist, ist diese Dichte in jedem Punkt des Koérpers
gleich.

Jetzt nehmen wir an, der Kérper sei nicht homogen. Dann kann die Dichte in
jedem Punkt des Korpers unterschiedlich sein, d.h. die Dichte g ist ortsabhdingig,

0= o(v,y,2).

Wie kann man die Masse von B aus der Dichtefunktion o(x,y, z) berechnen?
Dazu betrachtet man ein infinitesimales Volumen dV im Punkt (z,y, z) des
Korpers, d.h. einen ,,unendlich kleinen“ Quader mit den Kanten dz, dy, dz und
Volumen dV = dx dy dz. Das infinitesimale Volumen dV hat die (ebenfalls infi-
nitesimale) Masse
dM = Q(xv Y, Z) av,

denn dV hat im Punkt (z,y, z) genau die Dichte o(x,y, z). Durch Integration
iiber den ganzen Korper B erhélt man dann die Gesamtmasse M des Korpers:

M:/B dM:/Bg(m,y,z)dV. (9.18)

Das ist analog zur Definition des Integrals, wo eine Riemannsche Summe iiber
kleine Quader gebildet wird und sich dann im Grenzwert ,,unendlich kleiner*
Quader das Integral ergibt.

Beispiel 9.8.1 Ein Wiirfel
B =10,1] x [0,1] x [0,1]
sei so beschaffen, dass seine Dichte durch
olz,y,z) =14+x+y

gegeben ist. Die Dichte ist also unabhéingig von der Hohe z. Sie ist am kleinsten
fir x =y =0 (= o = 1), also vorne links, siche Abbildung 9.16. Sie ist maximal
mit o = 3 fiir x = y = 1 (hinten rechts), und entlang der Diagonale z + y = 1
(Diagonalebene von hinten links nach vorne rechts) ist sie gleich 2.
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Yy
| B N Q - 3
1[ i Wiirfel von oben: L
, /1 o1 x
1 0=2

Abbildung 9.16: Beispiel zur Dichte (Beispiel 9.8.1)

Wir konnen jetzt die Gesamtmasse des Wiirfels B durch Integrieren der
Dichte o(z,y, z) berechnen:

1,1 1
M:/(1+x+y)dV:/ //(1+:c+y)dzdydac
B o Jo Jo
1 .1 ) 1 01
:/ / [(1+2+y)2] =Odyd:c://(1+x+y)dydx
o Jo o Jo
1

z
1

1
:/ {(1+m)y+1y2} dx:/ <1+x+1) dx

31,10 3 1
= —_ —_ = - 7:2
[21‘4—2%}0 2—1—2

Der Koper hat also die Masse 2.
In Anwendungen treten auch andere Dichten auf. Beispiele sind:

e Ladungsdichte ¢ (Ladung pro Volumen): Integrieren iiber einen Kérper
B C R? fiihrt dann auf die Gesamtladung

Q= /B o(z,y,z)dV.

e Flichenladungsdichte o: Dies ist die Ladungsdichte auf einer (Ober-)Fliche
B C R?, als Ladung pro Flicheneinheit. Die (Gesamt-)Ladung der Fliche
ist dann

Q:/Ba(x,y)dF.

9.9 Der Transformationssatz

Der Transformationssatz ist die Verallgemeinerung der Substitutionsregel bei
Integralen von einer Variablen auf mehrere Variablen. Die Substitutionsregel
fiir eine Variable z € R lautet

@ (b) b
/ f(x) de = / Flo(u)e! () du. (9.19)
v(a) a
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A =®(u)

B=%®(A)
Abbildung 9.17: Transformation des Integrationsbereichs

Durch die Substitution « = ¢(u) wird hier die neue Variable u eingefiihrt. In
mehreren Dimensionen entspricht dies einer Koordinatentransformation

T
=D®(up,...,uy), (9.20)

Ty
bei der die kartesischen Koordinaten « = (z1,...,,) durch neue Koordinaten
u = (u1,...,u,) ausgedriickt werden. Die Umrechnung (Transformation) der

neuen in die alten Koordinaten geschieht durch die Funktion z = ®(u).

Eine Koordinatentransformation bewirkt auch eine Transformation des Inte-
grationsbereichs B (also der Menge iiber die integriert wird). Im eindimensiona-
len Integral (9.19) entspricht das genau der Substitution der Integralgrenzen. Sei
A C R™ der Integrationsbereich in den neuen Koordinaten u. Durch die Trans-
formation (9.20) wird daraus der entsprechende Bereich in den z-Koordinaten

B={z=9(u)|uec A},

was wir auch kurz als B = ®(A) schreiben. Typischerweise wird bei der Trans-
formation von A zu B die Menge verformt, was in Abbildung 9.17 illustriert ist.

Damit durch (9.20) eine sinnvolle Koordinatentransformation gegeben ist,
muss die Zuordnung ® : v — z umkehrbar eindeutig sein, d.h. jeder Punkt =
muss eindeutige u-Koordinaten haben. Anders gesagt diirfen zwei verschiedene
Punkte u und @ nicht auf denselben Punkt x abgebildet werden; die Funktion
® muss also injektiv sein,

uta = D(u)# d(a).

Die Interpretation von ® als Koordinatentransformation bedeutet, dass u
und & = ®(u) denselben Punkt in R™ beschreiben, einmal in den urspriing-
lichen kartesischen Koordinaten z, und einmal in den neuen Koordinaten u.
Entsprechend sind auch A und B ,,dieselbe* Menge: B ist die Menge dargestellt
in z-Koordinaten, A die Menge in u-Koordinaten.

Der folgende Transformationssatz ist nun die Verallgemeinerung der eindi-
mensionalen Substitutionsregel:

Satz 9.9.1 (Transformationssatz) Sei ® : G C R" — R"™ injektiv, stetig
differenzierbar und det Jg(u) # 0. Sei A C G und B = ®(A). Dann gilt

/f(a:)dx:/f(@(u))|deth>(u)|du (9.21)
B A

wobei x = (T1,...,Tpn), U= (U1,..., Up).
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Qi <
v (Ui,Uz‘) ) (I)(Qz)
(zi,9i) = P(ui, vi)

Abbildung 9.18: Zum Beweis des Transformationssatzes

Beweis. Der vollstandige, exakte Beweis des Transformationssatzes ist sehr lang
und aufwindig. Wir geben hier nur die Beweisidee fiir n = 2 und n = 3 an.

Fiir n = 2 nennen wir die alten, kartesischen Koordinaten z,y, die neuen
Koordinaten u, v. Die Transformation ist also

(;) = O(u,v).

Geméf der Definition des Integrals betrachten wir eine Zerlegung von A in
kleine Rechtecke Q;. Uber die Transformation ® gibt das eine Zerlegung von B
in Fldchenstiicke ®(Q;), siche Abbildung 9.18. Im Grenziibergang zum Integral
wird aus dem Rechteck @; das infinitesimale Rechteck @ im Punkt (u, v) mit den
infinitesimalen Seitenléngen du,dv. Um das transformierte Flachenstiick ®(Q)
zu bestimmen, betrachten wir das totale Differential von ®:

(siehe (8.26)). Bezeichnen wir die Eintriige der Jacobimatrix mit

b
J@(U,’U) = <Z; b;)

dzx (a1 b1 du . aq b1
()= (@ n) (@) =) e ) o
Die An@erung (du,dv) des Punktes (u,v) entspricht unter der Transformati-
on der Anderung (dz,dy) des Punktes (x,y). Nach (9.22) wird diese Anderung
von den zwei Vektoren du(gé) und dv(g;) aufgespannt, dargestellt in Abbil-
dung 9.19. Somit ist ®(Q) ein Parallelogramm. Die Fliche dieses Parallelo-

gramms kénnen wir mit dem Vektorprodukt berechnen (vergleiche Mathema-
tik A):

so folgt

a1 bl
dF =|du [ az | X dv | b2 || = |a1bs — a2bi| dudv = | det Jg(u, v)| du dv
0 0
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(z +dz,y + dy)

- 2(Q)

Q |dv dv <Zl> du <a1>
2 a9

(u,v)  du (z,v)

Abbildung 9.19: Transformation eines infinitesimalen Rechtecks

— |4 g o
‘ dv

du dud

Abbildung 9.20: Transformation eines infinitesimalen Quaders

Integration iiber diese infinitesimale Fliche dF des Flichenstiicks ®(Q) im
Punkt (z,y) = ®(u,v) von B liefert damit

/B f,y) d(z,y) = /B f(x,y) dF = /A £(®(u, v))]| det Jo (u, v)] du do.

Jetzt zum Fall n = 3. Die Transformation ist dann

x
y | = @(u,v,w)
z
und das totale Differential ergibt nun
dx du .
dy | = Je(u,v,w) [ dv | =dud+dvb+dwé
dz dw

wobei die Vektoren a, 57 ¢ genau die Spalten der Jacobimatrix Je(u,v,w) sind.
Diese Gleichung bedeutet jetzt, analog zum zweidimensionalen Fall, dass der
infinitesimale Quader () mit Seiten du,dv,dw auf einen Spat ®(Q) abgebildet
wird, vergleiche Abbildung 9.20. Das Volumen dieses Spats berechnet sich mit
dem Spatprodukt (aus Mathematik A...) zu

dV = |[dud, dvb, dw ]| = | det(@, b, &) dudv dw = | det Jg (u, v, w)| du dv dw.
Damit folgt dann
[ fev e = [ fapnav
B B

:/f(q)(u,v,w))|deth>(u,v,w)\dudvdw.
A
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9.10 Transformationssatz fiir Polarkoordinaten

In Polarkoordinaten ist die Transformationsfunktion

<ch> = ®(r,p) = <:Z$g) ’

siehe Abschnitt 8.20; die Jacobimatrix ist
(0P 0P\  [cosp —rsing
Ja(r,p) = (61"’ &p) o (singp 7 COS (p

det Jg(r, ) = rcos? o + rsin? ¢ = r.

und somit

Im letzten Abschnitt war eine Forderung an die Transformationsfunktion ®,
dass sie injektiv ist. Dafiir muss man bei Polarkoordinaten den Winkel ¢ auf
ein Intervall der Lange 27 einschrinken, denn der Polarkoordinatenwinkel ¢ ist
allgemein nur bis auf Vielfache von 27 bestimmt. (Oder anders gesagt: ¢ und
@£ 27 ergeben denselben Punkt.) Typischerweise schrinkt man den Winkel auf

0<p<2rm oder —rt<p<T (9.23)

ein. Der Transformationssatz fiir Polarkoordinaten ist dann

/ fy) d(z,y) = / F(®(r, )| det Jo(r, )| d(r, )
B A (9.24)

:/ f(rcosp,rsing) - rd(r,¢)
A

Beachte:

e Weil fiir den Radius in Polarkoordinaten immer r > 0 gilt, erhalten wir in
(9.24) |det Jg(r, )| = |r| = r.

Wichtig ist, bei Transformation auf Polarkoordinaten diesen zusétzlichen
Faktor r im Integral nicht zu vergessen!

e Fine Voraussetzung im Transformationssatz 9.9.1 ist det Jg # 0, hier also
det Jo(r,¢) = r # 0. Fiir den Punkt (x,y) = (0,0) gilt » = 0, sonst
ist r > 0. Im Punkt (0,0) ist also die Voraussetzung det Jg # 0 nicht
erfiillt. Der Transformationssatz ist aber trotzdem anwendbar, da man
einen einzelnen Punkt im Flichenintegral vernachlissigen kann (denn ein
Punkt hat den Flidcheninhalt Null).

Beispiel 9.10.1 Wir betrachten den Integrationsbereich
B={(z,y)|2*+y* <16, 2 >0}.

Die Ungleichung 22 +y? < 16 = 42 beschreibt einen Kreis mit Radius 4. Wegen
x > 0 gehdren zu B aber nur die Punkte mit positiver x-Koordinate, also in der
Halbebene rechts von der y-Achse. B ist daher der rechte Halbkreis mit Radius
4 um den Nullpunkt, siche Abbildung 9.21.

Wir kénnen B sehr schon in Polarkoordinaten beschreiben: B enthilt die
Punkte im Kreis mit Radius 4, in Polarkoordinaten also die Punkte mit r < 4.
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Y
4_
; 0<r<4,
4 7 S <e<o
B 2 2
4 4

Abbildung 9.21: Halbkreis in Polarkoordinaten

AuBlerdem enthélt B nur Punkte mit = > 0, in Polarkoordinaten sind das die
Winkel von ¢ = —7 (negative y-Achse) iiber ¢ = 0 (positive z-Achse) bis p = 7
(positive y-Achse), also das Intervall —5 < ¢ < 7. Formal ist das:
r2:$2+y2§16 = r<4
x20=>—g§¢§

Damit ist dann die Menge B in Polarkoordinaten

ol 3

B = {(rcosga,rsinga)’()grgél, fg <p< g}

Alternativ konnen wir auch die Menge A der Paare (r, ) angegeben, die auch
im Transformationssatz vorkommt. Damit ist

B=®(A) mit A= {(r,gp)‘()grgél, Teou< 3} = [0,4] x [_1,1]
2 2 272
Wir kénnen nun als Beispiel noch ein Integral {iber B durch Transformation
auf Polarkoordinaten berechnen, etwa das Integral | pTdF:

/xdF:/xd(x,y)(i)/rcosgo~rd(r,go)
B B A
4 r3 4 ﬂ
:/ / TQCosgodcpdr:/ [TQSingo]g:_Edr
0 J-z 0 2

4
2 14 12
:/ 2r dr = {71"3} = 128
0 3 Jo 3

In () haben wir z = r cos ¢ und den Transformationssatz fiir Polarkoordinaten
(9.24) benutzt.

Beachte: Der Halbkreis B im Beispiel ist, wenn man ihn als Menge A im 7, -
Koordinatensystem darstellt,

T
A=10,4 [faf}
[0,4] % | =535

Das ist einfach ein Rechteck: das Intervall [0, 4] in r-Richtung, und das Intervall

[—%, 5] in ¢-Richtung. Fiir das Integral heifit das, dass man nach Transfoma-

tion auf Polarkoordinaten 7- und ¢-Integrale mit konstanten Integralgrenzen
bekommt.
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Abbildung 9.22: Zylinderkoordinaten

Im Gegensatz dazu hatten wir in Beispiel 9.5.2 das Integral {iber einen Kreis
als Normalbereich geschrieben, was dann ein (komplizierteres) Doppelintegral
mit variablen, von x abhingigen Grenzen liefert.

9.11 Zylinderkoordinaten

Wir betrachten jetzt den Transformationssatz im Dreidimensionalen. Zwei Ko-
ordinatentransformationen kommen dabei regelméflig vor, das ersten sind Zy-
linderkoordinaten.

Zylinderkoordinaten entstehen dadurch, dass man fiir einen Punkt (z,y, 2)
im Raum fiir den z, y-Teil Polarkoordinaten verwendet, die z-Koordinate aber
unverandert lasst, also

T =TrCcosp
Yy =7rsing
z=12z

Die Transformationsfunktion ® ist in diesem Fall also

x 7 COS
y| =®(r,p,2z)= | rsing | . (9.25)
z z

Geometrisch bedeutet das, dass der Punkt (z,y, z) senkrecht auf die z, y-Ebene
projiziert wird, und dort dann die Polarkoordinaten benutzt werden. Das ist in
Abbildung 9.22 dargestellt. Speziell gilt genau wie bei Polarkoordinaten

r? = z? + yz.
In der Abbildung sieht man, dass der ,,Radius® r genau der senkrechte Abstand
eines Punktes zur z-Achse ist.

Um den Transformationssatz in Zylinderkoordinaten hinzuschreiben, berech-
nen wir wieder die Determinante der Jacobimatrix von :

9D P O cosp —rsing 0
Jo(r,p,2) = 5=, 55— | = | sing rcosp 0
or’ 0y’ 0z 0 0 1

= det Jp(r,p,2) = rcos® o +rsin®p =r



9.12. ROTATIONSKORPER 223

Abbildung 9.23: Kreishohlzylinder

Aus (9.21) ergibt sich damit fiir die Transformation auf Zylinderkoordinaten

/ flz,y,2)dV = / f(recosp,rsing, z) - rd(r, ¢, z) (9.26)
B A
mit B = ®(A).

Beispiel 9.11.1 Wir betrachten den Kreishohlzylinder mit Hoéhe £, innerem
Radius 1 und &uflerem Radius r3, gegeben durch

B={(z,y,2) |1} <a®+y* <13,0< 2z <h}.

Die erste Ungleichung 7? < 22 + y? < r2 bedeutet, dass der Radius r (in
Zylinderkoordinaten) eines Punktes in B zwischen r; und 75 liegen muss, denn
22492 = r2. Die zweite Ungleichung legt die Hohe z des Punktes zwischen 0 und
h fest. Es ergibt sich damit der Hohlzylinder wie in Abbildung 9.23 skizziert. In
Zylinderkoordinaten konnen wir den Hohlzylinder wie folgt beschreiben:

B={(rcosy, rsing, z)|r1 <r<ry,0< o <2m, 0<z<h}.

Die Ungleichungen 1 < r <7y und 0 < z < h haben wir schon gesehen, und fiir
den Winkel gibt es keine Einschrinkung, also 0 < ¢ < 27. (Genauso hétten wir
auch —m < ¢ < 7 nehmen kénnen.) Die entsprechende Menge A (der Punkte

(r,p,2)) ist
A = [r1,re] X [0,27] x [0, h] (B =®(A))

Das Integral iiber B in Zylinderkoordinaten ist damit

o 27 h
/ f(x,y,z)dV:/ / / f(rcosp,rsing, z) - rdzdpdr
B 1 0 0

(Ein konkretes Integral rechnen wir hier nicht aus.)

9.12 Rotationskorper

Ein Anwendung von Zylinderkoordinaten sind Rotationskérper. Dabei wird eine
gegebene Kurve
r=g(z), a<z<b,
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Abbildung 9.24: Konstruktion eines Rotationskorpers

um die z-Achse rotiert, siche Abbildung 9.24. Die Kurve r = g(z) beschreibt fiir
jede Hohe z (im Intervall [a,b]) den Abstand r = /22 4+ y? des Punktes von
der z-Achse.

Fiir die Punkte innerhalb des Rotationskorpers gilt

r=Vaz?+y* <g(2),

so dass der Korper als Menge durch

B {(an 9o <2 <0 VTFR <500}
gegeben ist. In Zylinderkoordinaten ist das
B=®(4) mit A={(r,p,2)]a<z<b0<p<2m, 0<r<g(2)},

womit wir jetzt das Integral {iber B in Zylinderkoordinaten hinschreiben kénnen.
Zu beachten ist dabei, dass die Menge A ein Normalbereich ist, denn die -
Grenze ist von z abhéngig. Daher muss auch im Integral die Integration nach r
vor der nach z (also innerhalb) erfolgen.

b p2m pg(x)
/ flz,y,2)dV = / / / f(recosp,rsing, z) - rdrdedz. (9.27)
B a Jo Jo

Wir konnen hieraus z.B. eine Formel fiir das Volumen von B herleiten:

v [ 1= //%/thww_//%[ VZ@M
//% d<pdz_/a o - %g() dz_w/a g(2)%dz

Das Volumen des Rotationskorpers B ist also
b
V= w/ g(2)? dz. (9.28)
a

9.13 Kugelkoordinaten

Kugelkoordinaten sind, wie auch Zylinderkoordinaten, dreidimensionale Koor-
dinaten, also Koordinaten im Raum. Sie sind, wie der Name schon sagt, sehr
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von oben:

Abbildung 9.25: Kugelkoordinaten

gut zur Beschreibung von Kugeln oder Teilen von Kugeln geeignet. Man nennt
sie auch sphdarische Koordinaten.
Kugelkoordinaten sind durch

x =rsinfcosp
y =rsinfsing (9.29)

z=rcosb

definiert. Dabei ist r der Abstand des Punktes (x,y,z) zum Koordinatenur-
sprung. Das folgt aus (9.29) durch die Rechnung

22 4+ 9% + 2% = r?sin” O cos® p + 12 sin? O sin? ¢ + 2 cos® 0
=r?sin? 0 - (cos® ¢ + sin? @) + r% cos? 0
= r2sin% 0 4 r% cos? § = 2.
Es gilt also

T:‘/$2+y2+22:

i

z
Y
z

vergleiche nochmal Abschnitt 8.1, speziell Gleichung (8.1). Die Bedeutung der
Winkel € und ¢ ist in Abbildung 9.25 illustriert. 0 ist der Winkel zwischen po-
sitiver z-Achse und dem Vektor vom Ursprung zum Punkt (z,y,z), dem ,Ra-
diusvektor“. Mit der Verbindung von (z,y, z) senkrecht zur z-Achse ergibt sich
ein rechtwinkliges Dreieck. Die Ankathete dieses Dreiecks zu 6 ist 7 cos @ und
ergibt die z-Koordinate des Punkts und somit die dritte Gleichung in (9.29). Die
Gegenkathete ist rsin # und gleich dem senkrechten Abstand des Punkts zur z-
Achse. Der Winkel ¢ ist der Winkel, mit der das rechtwinklige Dreieck gegen die
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positive z-Achse gedreht ist. Anders gesagt, ist ¢ einfach der Polarkoordinaten-
winkel der Projektion des Punkts auf die zy-Ebene, oder, der Winkel zwischen
positiver z-Achse und Radiusvektor ,von oben“ gesehen. Da der Abstand des
Punkts in der zy-Ebene zum Ursprung genau rsinf ist (die Gegenkathete!),
ergeben sich die ersten beiden Gleichungen in (9.29) dann durch Anwendung
von Polarkoordinaten.

Ein Punkt mit den Kugelkoordinaten r, 0, hat also den Abstand r zum
Ursprung, d.h. er liegt auf der Kugeloberfliche mit Radius r. Der Winkel 6 ist
der Winkelabstand des Punkts vom ,,Nordpol“ der Kugel. Speziell bedeutet . ..

e 0 =0: der Punkt (x,y, 2) ist der Nordpol der Kugel (0,0, )

e 0 = 7: Punkt auf Aquator der Kugel (in zy-Ebene) (r cos ¢, rsin ¢, 0)
e 0 = m: der Punkt ist der Siidpol (0,0, —r)

® 0 <6 < Z: Punkt auf der Nordhalbkugel (z > 0)

e 7 <0 < m: Punkt auf der Siidhalbkugel (z < 0)

Schliellich ist ¢ der Polarkoordinatenwinkel des Punktes, gemessen in der zy-
Ebene.
Die Transformationsfunktion @ fiir Kugelkoordinaten ist

T 7 sin 0 cos ¢
y| =®(r,0,0) = | rsinfsing (9.30)
z rcosf

wobei
r>0, 0<6<m 0<¢<2r (oder —7<p<m).

Um den Transformationssatz fiir Kugelkoordinaten hinzuschreiben, berechnen
wir wieder die Determninante der Jacobimatrix von ®. Es gilt

sinfcosyp rcosfcosp —rsinfsingp
Jo(r,0,0) = | sinfsiny rcosfsing rsinfcosp
cosf —rsind 0

und damit

det Jg(r,0,0) = 12 cos® O sin § cos® ¢ + r? sin® sin?
+ 72 cos? O sin @ sin” o + r? sin® @ cos? ¢
= 12 cos® Osin § + 72 sin® § = 12 sin H(cos? O + sin’ 0)

=7r2gind

Aus Satz 9.9.1 erhalten wir damit den Transformationssatz fir Kugelkoordi-
naten:

/f(x,y,z)dV:/ f(@(r,@,go))-rzsinﬁd(r,ﬂ,go). (9.31)
B A

(Man beachte, dass sin > 0 wegen 0 < 6 < 7 und somit |det Jp| = r?sin6.)
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Beachte: In Kugelkoordinaten ist r der Abstand des Punktes (z,y, z) vom Ur-
sprung des Koordinatensystems, und es gilt

2 +y?+ 2% =12
Bei Zylinderkoordinaten dagegen ist r der senkrechte Abstand vom Punkt zur

z-Achse und

2?4y =12,

Der senkrechte Abstand zur z-Achse in Kugelkoordinaten ist dagegen r sin 6.
Beispiel 9.13.1 Wir betrachten die Kugel mit Radius R
B= {(x,y,z)|z2+y2+z2 < RQ}.
Mit Kugelkoordinaten ist
r2:x2+y2+22§R2 & r < R.
Damit kann man die Kugel B in Kugelkoordinaten durch

B:(I)(A)v A:{(T,Q,QOHOSTSR,OSGSW,OSQDSQW}
= 1[0, R] x [0, 7] x [0, 27]

beschreiben. Fiir das Integral {iber die Kugel folgt damit

/Bf(x,y,z)dV/OR/OW/O%J"((I)(T,H,QD))~r281n9d<pd9dr

R pm 2w
:/ / / f(rsinf cos @, rsinfsin @, 7 cosf) - v sin O dp db dr
o Jo Jo

Als konkretes Beispiel berechnen wir damit das Volumen der Kugel:

R T 27 R ™
V:/ 1dV:/ / / rQSinedgode?“:Qﬂ/ / 2 sin 0 df dr
B o Jo Jo o Jo
R R

= 27r/ [—7? cosd)] ;TZO dr = 27r/ 72(— cos(m) + cos(0)) dr
0 0

R R
1 1B 4
=2 (1+1)dr=4 Ydr=dm|zr®| = 7R
77/07“(4—)7" 71'/07“ T 77{31“]0 37

Das ist die bekannte Formel fiir das Volumen der Kugel mit Radius R.

Beispiel 9.13.2 Durch Einschréinken des Winkelbereichs fiir § kann man ver-
schiedene Teile der Kugel beschreiben.

(a) Die obere Halbkugel ist gegeben durch
B = {(x,y,z) |x2+y2+22 <R? z> 0}.
In Kugelkoordinaten ist das
B = ®(A), Az{(r797ap)‘0§T§R,0§9§g,0§w§2ﬂ}
= [0, R] x [0, 5] x [0, 27]
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Abbildung 9.26: Kugelsektor B

(b) Jetzt betrachten wir als Menge B den Kugelsektor mit Radius R und
(halbem) Offnungswinkel o um die z-Achse, siche Abbildung 9.26. In Ku-
gelkoordinaten kénnen wir B durch

0<r<R,

oder
B =®(4),

0<0<aq,

0<¢<2m,

A=1[0,R] % [0,a] x [0, 2]

beschreiben. Damit ergibt sich z.B. fiir das Volumen des Kugelsektors

R «@ 2
Vz/lde/ / / r?sin @ dy df dr
B o Jo Jo
R «
:27r/ T2/ sin 6 d6 dr
0 0

R «@
1 a
=27 r’dr [ sinfdf =2m- ZR*- [—cosb]
0 0 3 0

2

= -7R*(1 —cosa)

3
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